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Prologo

El disefio de infraestructuras seguras y eficientes no comienza con
complejos algoritmos computacionales, sino con la comprension profunda de
como las cargas viajan a través de la materia. En el aprendizaje de la ingenieria
civil y mecéanica, el estudio de las estructuras estdticamente determinadas
representa el cimiento sobre el cual se construye toda la intuicion fisica del
profesional.

Este libro, “Andlisis estructural estdaticamente determinadas”, nace de la
necesidad de ofrecer una hoja de ruta clara en un entorno técnico cada vez mas
dependiente del software. Si bien las herramientas digitales son indispensables en
la practica moderna, su uso sin un criterio sélido convierte al ingeniero en un
simple operador. Esta obra invita al lector a volver a las raices: el equilibrio, la
geometria y la logica.

(Qué encontrara en estas paginas?: A lo largo de sus capitulos, el texto guia al
estudiante y al profesional a través de un recorrido logico que incluye:

e Los principios del equilibrio: Un repaso exhaustivo de las leyes de Newton
aplicadas a sistemas rigidos.

o Sistemas de alma llena y reticulados: Metodologias precisas para el calculo
de reacciones y esfuerzos internos en vigas, marcos y armaduras.

e Lineas de influencia: Herramientas vitales para comprender el
comportamiento de estructuras bajo cargas moviles.

o Calculo de deflexiones: Una introduccion a la energia y el trabajo como
métodos para predecir la deformacion estructural.

La ingenieria no es solo la aplicacion de férmulas, sino el arte de la
simplificacion responsable. A través de numerosos ejemplos resueltos y problemas
propuestos, este libro enfatiza que una estructura isostdtica no es solo un caso
idealizado, sino el punto de partida para comprender la redundancia y la
estabilidad de los sistemas mas complejos. Esperamos que este texto no solo sea
un companero de estudio en las aulas, sino una fuente de consulta constante que
recuerde al lector que, antes de que existieran los superordenadores, la humanidad
ya desafiaba la gravedad mediante el dominio de las ecuaciones de equilibrio.

Nelver Javier Escalante Espinoza



Introduccion

El disefio y la construccidon de infraestructuras seguras y eficientes
representan uno de los desafios mas antiguos y fundamentales de la
ingenieria civil y arquitectonica. En el corazon de esta disciplina se
encuentra el Analisis Estructural, un proceso riguroso que permite predecir
como una configuracion fisica resistird las cargas impuestas por la

naturaleza y la actividad humana.

Este libro, titulado "Analisis estructural estaticamente determinadas”,
se centra en el estudio de aquellos sistemas donde las fuerzas internas y las
reacciones pueden obtenerse exclusivamente mediante la aplicacion de las
ecuaciones de equilibrio de la estatica. Aunque en la practica moderna
abundan las estructuras hiperestaticas, el dominio de los sistemas

isostaticos es el paso ineludible para cualquier profesional en formacion.

Las estructuras estaticamente determinadas, o isostaticas, poseen
una propiedad tnica: su equilibrio interno no depende de las propiedades
del material (como el médulo de Young) ni de las dimensiones de la secciéon
transversal, sino estrictamente de su geometria y la disposicién de sus
apoyos. A lo largo de esta obra, se exploran los principios fundamentales
que rigen el comportamiento de vigas, armaduras y marcos. Se profundiza

en métodos clasicos que han resistido la prueba del tiempo, tales como:
e Elmétodo de los nudos y secciones para armaduras.

o Diagramas de fuerzas internas (cortante, momento y axial) para

vigas y pOrticos.
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o FEl cdlculo de deflexiones mediante métodos energéticos como el

Trabajo Virtual.

El proposito central de esta obra es proporcionar un marco tedrico y
practico exhaustivo que permita la comprension y resolucion de sistemas
estructurales donde el equilibrio es la herramienta definitiva de analisis. El
objetivo general es desarrollar un andlisis integral de las estructuras
estaticamente determinadas, estableciendo las bases conceptuales, los
métodos de célculo y las aplicaciones practicas que permitan al lector
evaluar la estabilidad y el comportamiento interno de diversos sistemas

estructurales bajo diferentes condiciones de carga.

Este estudio es importante debido a la relevancia de la seguridad
estructural en la ingenieria moderna. Ademas, en el contexto actual, donde
predomina el uso de software de calculo avanzado, aumenta el riesgo de
que el ingeniero pierda la capacidad critica para verificar los resultados. Las
estructuras estaticamente determinadas representan la forma mas pura de
transferencia de cargas. Su estudio permite comprender cdmo la geometria,

y no solo el material, dicta la estabilidad de una obra.

Este analisis constituye el lenguaje basico de la ingenieria estructural.
Sin el dominio de la isostaticidad, es imposible abordar con rigor sistemas
complejos o hiperestaticos. Asi, comprender el flujo de fuerzas internas
permite proponer disefios preliminares mads eficientes y econdmicos desde
las etapas iniciales de un proyecto, reduciendo el margen de error y el

desperdicio de materiales.

Se espera que los lectores definan con precision las ecuaciones de la

estatica en el plano y en el espacio para determinar reacciones y fuerzas

11



internas, evaluar la eficiencia de las estructuras de barras articuladas
mediante los métodos de nudos y secciones, comprendiendo como la
geometria influye en la distribucion de esfuerzos axiales e implementar el
uso de lineas de influencia para determinar las posiciones de carga que
generan los efectos mas desfavorables en estructuras como puentes y

pasarelas.

12



Capitulo I

Tratado técnico sobre el analisis de

estructuras estaticamente determinadas

El andlisis estructural representa la disciplina fundamental que
permite comprender la interaccion entre las fuerzas externas y la integridad
fisica de los sistemas construidos. Dentro de este campo, las estructuras
estaticamente determinadas, comunmente denominadas isostaticas,
constituyen el pilar fundamental tanto para el aprendizaje académico como
para la practica profesional rigurosa. Una estructura se define como
estaticamente determinada cuando es posible resolver la totalidad de sus
incognitas mecanicas —reacciones en los apoyos y esfuerzos internos—
mediante la aplicacion exclusiva de las leyes del equilibrio estatico. Este
principio implica que el sistema posee exactamente la cantidad de vinculos
necesarios para garantizar su estabilidad sin redundancias que compliquen

el calculo mediante métodos algebraicos lineales basicos.

La relevancia de los sistemas isostaticos trasciende la mera facilidad
de cdlculo. En la ingenieria civil, estas estructuras poseen propiedades
mecanicas unicas, como la insensibilidad a los esfuerzos inducidos por
cambios de temperatura o asentamientos diferenciales en los apoyos. Al no
poseer restricciones redundantes, la estructura puede deformarse
libremente ante variaciones térmicas o desplazamientos en su base sin
generar tensiones internas adicionales, una caracteristica que las diferencia

drasticamente de los sistemas hiperestaticos o indeterminados.

13



Fundamentos mecanicos del equilibrio en sistemas
isostaticos

El comportamiento de cualquier sélido bajo cargas se rige por los
principios de la mecanica racional. En un entorno bidimensional (2D), un
cuerpo rigido dispone de tres grados de libertad: traslacion en dos ejes
ortogonales y rotacion en el plano. Para que la estructura se encuentre en
un estado de reposo absoluto, se deben satisfacer las tres ecuaciones
fundamentales de la estatica, que postulan que la resultante de fuerzas y de

momentos debe ser nula en cualquier punto del sistema (Alvarado et al.,

2012).

Analiticamente, estas condiciones se expresan mediante las

ecuaciones generales de equilibrio:

ZFI—{}
Y F,=0
ZMZ—H

En sistemas tridimensionales (3D), la complejidad se duplica, ya que
el cuerpo posee seis grados de libertad. El andlisis en este nivel requiere la

resolucion de seis ecuaciones de equilibrio simultdneas: tres para fuerzas en

X, Y, Z

los ejes y tres para los momentos respecto a dichos ejes. La
transicion del andlisis 2D al 3D es fundamental para comprender
estructuras complejas como los marcos espaciales o las armaduras de gran

envergadura, donde la estabilidad depende de la restriccion total de los

desplazamientos y giros en el espacio tridimensional.

14



La fisica de las restricciones y los tipos de apoyo

La interaccion entre la estructura y su entorno se materializa a través
de los apoyos. Estos dispositivos mecdnicos tienen la funcion de restringir
grados de libertad especificos, generando reacciones proporcionales a las
cargas externas aplicadas. La correcta identificacion de estas reacciones es

el primer paso critico en el proceso de analisis isostatico.

El andlisis de las reacciones no es meramente un ejercicio
matematico; representa la transferencia de carga desde la superestructura
hacia la subestructura y la cimentacion. En el contexto de la ingenieria
peruana, regulada por el Reglamento Nacional de Edificaciones (RNE), el
disefio de estos apoyos debe considerar no solo las cargas gravitatorias sino

también las solicitaciones dindmicas impuestas por la actividad sismica.

Criterios de determinacidn y estabilidad estructural

Para que una estructura sea clasificada como estaticamente
determinada, el nimero de reacciones externas y de fuerzas internas
desconocidas debe coincidir exactamente con el nimero de ecuaciones de
equilibrio independientes que se pueden plantear (Janssen et al., 2024). Este
concepto se cuantifica mediante el Grado de Indeterminacion Estatica (GIE).
Si el GIE es igual a cero, la estructura es isostatica; si es mayor que cero, es

hiperestatica; y si es menor que cero, es hipostatica o inestable.

Formulacion para marcos y porticos planos

En el andlisis de porticos planos, se utiliza una relacion que vincula

el nimero de barras (JE ), el nimero de reacciones (R) y el nimero de nudos

15



o juntas ("‘]r ). La expresion estandar para evaluar la determinacion externa e

interna combinada es:

GIE—(3-B+R)—(3-J+C)

Donde C representa las ecuaciones de condicién proporcionadas
por articulaciones internas o rétulas. Una estructura se considera isostatica
siempre que se cumpla la estabilidad cinematica. Es fundamental entender
que la igualdad numérica no garantiza la estabilidad. Una estructura puede
poseer tres reacciones (lo que sugeriria determinacion para una viga plana),
pero si las tres reacciones son paralelas o concurrentes en un mismo punto,
el sistema se convierte en un mecanismo incapaz de resistir momentos o
desplazamientos especificos, lo que resulta en una inestabilidad geométrica

o en un vinculo aparente.

Determinacion en armaduras o cerchas

Las armaduras son sistemas de barras articuladas disefiados para
trabajar exclusivamente bajo fuerzas axiales. El criterio de determinacion en
estos sistemas es distinto debido a que los nudos actiian como articulaciones

perfectas donde no se transmiten momentos. Para una armadura plana con

T . ., . .,
barras, * reacciones y " hudos, 1a relacion de determinacion se establece

mediante la férmula:

b+r=2-n
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b+r > 2n

Si esta igualdad se cumple, la armadura es isostatica. Si
existen barras o reacciones redundantes que requieren métodos de
compatibilidad de deformaciones (andlisis hiperestatico) para su
resolucion.’” En el espacio tridimensional, cada nudo ofrece tres ecuaciones

de equilibrio, por lo que la relacion evoluciona a 0,7b tr=3-n 1,

geometria triangular es la base de la estabilidad en las armaduras, ya que el
triangulo es la tnica figura geométrica articulada que es intrinsecamente

rigida.

Analisis detallado de vigas isostaticas y sistemas Gerber

Las vigas son elementos estructurales cuyo disefo estd gobernado
por la flexion y el corte. El andlisis de una viga isostatica requiere
determinar las funciones de esfuerzos internos a lo largo de toda su
longitud, lo cual se visualiza mediante los diagramas de fuerza cortante y

de momento flector.

Procedimiento analitico y relaciones diferenciales
El andlisis comienza invariablemente con el Diagrama de Cuerpo
Libre (DCL), donde se aislan las cargas externas y se sustituyen los apoyos

por sus reacciones equivalentes. Una vez halladas las reacciones mediante

2. F=0 y 2. M=0 , se procede a realizar cortes imaginarios en
secciones arbitrarias para exponer las fuerzas internas. Las convenciones de
signos son cruciales: una fuerza cortante es positiva si tiende a hacer girar
el segmento de viga en sentido horario, y un momento flector es positivo si

comprime las fibras superiores (cdncavo hacia arriba) (Moebs et al., 2021).

17



Existen relaciones matematicas fundamentales que vinculan la carga

distribuida (w), la fuerza cortante (V) y el momento flector (ﬁ’ilr

):
1. Laderivada de la fuerza cortante respecto a la posicion es igual al valor

v
negativo de la intensidad de la carga distribuida dz w,

2. La derivada del momento flector respecto a la posicion es igual a la

dM _ 7

fuerza cortante dr

Estas leyes permiten deducir que en los puntos donde la fuerza
cortante cruza por cero, el momento flector alcanza un valor maximo o
minimo local. Asimismo, el drea bajo el diagrama de cortante entre dos
puntos representa el cambio neto en el momento flector entre dichos

puntos.

Vigas Gerber: Sistemas de tramos articulados

Las vigas Gerber representan una solucién ingeniosa para extender
la aplicacion de los principios isostaticos a vigas continuas de multiples
apoyos. Mediante la insercion de articulaciones internas (rotulas) en puntos
estratégicos —generalmente donde el momento flector seria nulo de forma
natural —, una viga hiperestatica se transforma en un sistema de tramos

isostaticos conectados (Aleman, 2024).

El andlisis de una viga Gerber se realiza mediante un proceso de

descomposiciéon o despiece. Se identifican dos tipos de tramos:

e Tramos SEP (Sin Equilibrio Propio): Son aquellos que requieren los
tramos adyacentes para mantenerse estables.
e Tramos CEP (Con Equilibrio Propio): Son tramos que pueden

sostenerse por si mismos y, ademas, sirven de apoyo a los tramos SEP.
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El orden de cdlculo es descendente: se resuelven primero las vigas
apoyadas (SEP) y sus reacciones se transfieren como cargas puntuales
invertidas a las vigas de soporte (CEP). Este método asegura que el sistema
completo pueda ser analizado tramo por tramo utilizando nicamente la

estatica basica.

Metodologias avanzadas para el analisis de armaduras
El célculo de las fuerzas internas en las barras de una armadura

isostatica es fundamental para el disefio de puentes y techos industriales.

Se utilizan principalmente dos enfoques analiticos: el método de los nudos

y el método de las secciones, también llamado método de Ritter.

El método de los nudos: equilibrio puntual

Este procedimiento se basa en el principio de que si una estructura
estd en equilibrio, cada uno de sus nudos también debe estarlo. Al tratar
cada nudo como una particula, se aplican las ecuaciones de equilibrio de

fuerzas concurrentes (Garcia et al., 2003).

e Aplicabilidad: Es el método ideal cuando se requiere conocer la fuerza
en todas las barras de la armadura.

e Limitacion: Solo se pueden resolver nudos con un maximo de dos
incognitas. Ademads, los errores de cdlculo en los nudos iniciales se
propagan sistematicamente al resto de la estructura.

e Procedimiento: Se calculan primero las reacciones globales. Luego, se

selecciona un nudo con dos o menos barras desconocidas, se establecen

0

las ecuaciones 2 F y se determinan las fuerzas axiales. Se
asume la traccion como positiva; un resultado negativo indica

compresion.
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El método de las secciones (Ritter): Eficiencia selectiva

El método de Ritter es una herramienta poderosa que permite
determinar la fuerza en una barra especifica sin necesidad de resolver toda
la estructura. Se basa en el equilibrio de un cuerpo rigido obtenido tras

realizar un corte imaginario a través de la armadura (Geoffrey, 2005).

e Ventaja estratégica: Al dividir la armadura en dos secciones, se
exponen las fuerzas internas de las barras cortadas como fuerzas

externas sobre la seccidn aislada. Al disponer de tres ecuaciones de

equilibrio ( 2 E ) Fy 3 M ), se pueden resolver hasta tres
incognitas simultadneamente.

e Uso de la ecuacion de momentos: La técnica mas eficiente consiste en
tomar momentos respecto al punto de interseccion de dos de las barras
desconocidas, lo que permite despejar la tercera incognita en una sola
operacion algebraica.

e Limitacion: El corte no debe atravesar mas de tres barras con fuerzas
desconocidas, a menos que existan condiciones geométricas especiales

(como barras paralelas).

Arcos de tres articulaciones: estructuras a compresion
Los arcos son sistemas estructurales que transforman las cargas
verticales en fuerzas de compresion axial predominantes, lo que permite
cubrir luces mayores que las de las vigas convencionales. El arco de tres
articulaciones es la configuracion isostatica por excelencia en esta tipologia,
consistente en dos segmentos unidos por una articulacion en la corona y

apoyados en dos articulaciones en la base.
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El fendmeno del empuje horizontal
La caracteristica mecanica definitoria del arco es la generacion de

reacciones horizontales hacia afuera en los apoyos, conocidas como empuje

horizontal (H )- Este empuije es el que "cierra" el arco y reduce drasticamente
los momentos flectores en comparacion con una viga de la misma luz (ver

Tabla 1).

Tabla 1: El fendmeno del empuje horizontal

Componente de Reaccion

Método de Obtencion

Implicaciéon Estructural

Reacciones Verticales (Vu)

Equilibrio global
(Z Mapowo = )

Soportan la carga

gravitatoria total

Empuje Horizontal (H z)

Equilibrio de wuna mitad

Reduce la flexion; requiere

cimentaciones capaces de

respecto a la corona
(y‘ M.orona = resistir empuje lateral

)

El momento flector en cualquier seccion de un arco triarticulado se
calcula como la diferencia entre el momento que existiria en una viga simple

equivalente y el momento producido por el empuje horizontal multiplicado

M = l‘lifa-z'gu — H- 3:", Este principio

por la altura del arco en ese punto
permite que, si la forma del arco (directriz) sigue la linea de presiones de las
cargas, los momentos flectores sean nulos, lo que optimiza el uso del

material.
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Teoria de las lineas de influencia en sistemas isostaticos
El disefio de infraestructuras sujetas a cargas modviles, como puentes
vehiculares o vigas de gruas viajeras, requiere un analisis que vaya mas alla
de las cargas fijas. Las lineas de influencia (LI) proporcionan una
representacion grafica de cdmo cambia una respuesta estructural (reaccion,
cortante o0 momento) en un punto fijo a medida que una carga unitaria se

desplaza a lo largo de la estructura (Cervera y Blanco, 2002).

Propiedades y métodos de construccion

Para estructuras estaticamente determinadas, las lineas de influencia
se caracterizan por ser siempre funciones lineales (tramos rectos). Su
analisis permite identificar la "posicion critica" de la carga para maximizar

un esfuerzo determinado.

Existen dos métodos principales para su determinacion:
1. Método Estatico: Se coloca una carga unitaria en una posicion variable

Ty se derivan analiticamente las ecuaciones de equilibrio en funcién
de dicha variable. Es un proceso riguroso pero laborioso para
estructuras complejas.

2. Principio de Miiller-Breslau: postula que la linea de influencia de una
magnitud eldstica es proporcional a la configuracion deformada de la
estructura cuando se elimina la restriccion de dicha magnitud y se
aplica un desplazamiento unitario. En sistemas isostaticos, este
desplazamiento genera movimientos de cuerpo rigido sin deformacion

elastica, lo que explica por qué las LI son lineas rectas.
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La aplicacion practica de las LI es fundamental en el disefio de
puentes. Por ejemplo, para calcular la reaccion méaxima en un apoyo debido
a un tren de cargas (como el camion de disefio), se multiplican las
magnitudes de las cargas por las ordenadas correspondientes de la linea de
influencia y se suman los efectos. Si la carga es distribuida, el efecto se
calcula multiplicando la intensidad de la carga por el area bajo la linea de

influencia en la longitud donde actta la carga.

El marco normativo peruano y el analisis isostatico

En el Perj, el ejercicio de la ingenieria estructural esta supeditado al
cumplimiento del Reglamento Nacional de Edificaciones (RNE). Aunque la
mayoria de los edificios modernos son hiperestaticos, el andlisis isostatico
es la base para el disenio de componentes secundarios, puentes y naves

industriales.

Norma E.020: Cargas y reduccion de sobrecargas
La Norma E.020 establece los requisitos para las cargas muertas
(peso propio) y vivas (uso). Un aspecto técnico avanzado de esta norma es

la regulacion de la reduccion de la carga viva para elementos que soportan

grandes dreas de influencia (Ai). Esta reduccion se basa en la baja
probabilidad estadistica de que toda la superficie de un edificio esté cargada

a su maxima capacidad simultdneamente (ver Tabla 2).
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Tabla 2: Cargas y reduccidon de sobrecargas

Tipo de Miembro

Area de Influencia (Ai)

Restriccion de Reduccion

Vigas Isostaticas

Las lineas de influencia para
estructuras isostaticas estan
formadas por segmentos

rectos

No reducible si la carga viva

-~ kPa (500 kgf/m2)

Columnas y Muros

Suma de areas de influencia

Minimo 40% o 50% de la

carga original segtn el caso

por nivel

La aplicacion de estas reducciones permite un disefio mas economico
y realista, evitando el sobredimensionamiento de los elementos

estructurales criticos.

Norma E.030: Diseno Sismorresistente en Lima (Zona 4)
Dada la alta sismicidad del territorio peruano, la norma E.030 es el
documento mas critico para el andlisis estructural. Clasifica al pais en cuatro

zonas sismicas. Lima se encuentra en la Zona 4, la de mayor peligro, con un

Z =045

factor de zona , que representa la aceleraciéon maxima esperada

en roca.

Para estructuras regulares y de poca altura, la norma permite el uso
del analisis estatico o de fuerzas equivalentes. Este procedimiento asume
que la estructura responde principalmente en su modo fundamental de

vibracién y simplifica el sismo como una serie de fuerzas horizontales
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aplicadas en cada nivel (Rupay et al., 2022). El cortante basal (V) se calcula

mediante la formula:

zZ.U-C-S
R

Vv P

Donde P representa el peso sismico de la edificacion (100% de carga
muerta y un porcentaje de la carga viva, usualmente el 25% o el 50% segtn
la categoria del edificio). La norma exige que, incluso en sistemas
isostaticos, se garantice la redundancia estructural y la ductilidad, evitando

sistemas que dependan de un solo elemento para su estabilidad lateral.

Norma E.060 (Concreto) y E.090 (Acero)

El andlisis de vigas de concreto armado bajo la E.060 requiere la
verificacion de los estados limite de servicio y de resistencia. Para Vielma et
al. (2007), en vigas isostdticas, es vital asegurar que la falla sea ductil

(fluencia del acero antes del aplastamiento del concreto). La cuantia de

acero (F ) debe situarse entre un minimo normativo, para evitar fallas

fragiles, y un maximo, para asegurar la ductilidad.

En estructuras metdlicas (Norma E.090), el andlisis de tijerales
isostaticos debe considerar la esbeltez de las barras. Los elementos en
compresion son susceptibles al pandeo global y local, por lo que se deben
seguir los lineamientos de disefio por Esfuerzos Admisibles (ASD) o por
Factores de Carga y Resistencia (LRFD), verificando que la carga critica de

Euler no sea excedida por las solicitaciones de diseno.

25



Estabilidad cinematica y analisis de fallos en el diseno

vista numérico (

Un sistema puede ser estaticamente determinado desde el punto de

GIE =

U) y, sin embargo, ser inestable debido a una

disposicion incorrecta de sus vinculos. Este fendmeno se conoce como

inestabilidad cinematica o vinculo aparente (Guardia, 2025).

Mecanismos de inestabilidad geométrica

1.

Concurrencia de reacciones: Si las lineas de acciéon de tres reacciones
en un plano coinciden en un tnico punto, el sistema no puede resistir
momentos respecto a ese punto, lo que permite una rotacion infinita
bajo cualquier carga no concurrente.

Paralelismo de reacciones: Si todas las fuerzas de reaccion son
paralelas, la estructura carece de restriccion en la direccion
perpendicular, lo que permite un desplazamiento traslacional sin
oposicion.

Inestabilidad interna: En armaduras, la disposicion de las barras debe
garantizar que el sistema sea indeformable. La falta de una diagonal en

un panel cuadrado, aunque el nuamero total de barras cumpla la

b+r=2n

ecuacion , genera un mecanismo de falla local.

El ingeniero debe realizar siempre una inspeccion cualitativa del

sistema de soporte para asegurarse de que la estructura sea capaz de

mantener su forma geométrica bajo cualquier conjunto de cargas externas.

Histéricamente, el analisis de estructuras estaticamente

determinadas se realizaba de forma manual, fomentando el desarrollo de la
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intuicion estructural. Sin embargo, en la practica profesional

contempordnea, el uso de software de calculo es la norma.

Programas como SkyCiv, RFEM, Diamonds y Ftool permiten
modelar estructuras isostaticas de forma rapida, proporcionando
diagramas de esfuerzos, reacciones y deformaciones instantaneamente.
Estos sistemas operan internamente mediante el método de la rigidez
matricial, que es una generalizacion computacional de los principios de
equilibrio y compatibilidad. A pesar de esta automatizacion, el
conocimiento de los métodos clasicos descritos en este tratado sigue siendo
imperativo para la validacion de resultados y la toma de decisiones criticas
durante la fase de concepcién estructural, donde la simplicidad de un
sistema isostatico puede ofrecer soluciones elegantes y econdmicas a

problemas de ingenieria complejos.

En sintesis, el analisis de estructuras estaticamente determinadas
constituye el cimiento sobre el cual se edifica todo el conocimiento de la
ingenieria estructural. Desde el equilibrio de una viga simple hasta la
complejidad de un arco triarticulado o una armadura espacial, los
principios de la estdtica proporcionan las herramientas necesarias para
garantizar la seguridad de las edificaciones. En un pais con la complejidad
geologica y sismica del Perti, la aplicacion rigurosa de estos conceptos, en
armonia con el Reglamento Nacional de Edificaciones, es la iinica garantia

para el desarrollo de una infraestructura resiliente y duradera.
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Capitulo II

Estrategias y marcos de trabajo en la
implementacion de software para el analisis

de estructuras estaticamente determinadas

El andlisis estructural ha experimentado una metamorfosis radical
desde las metodologias puramente graficas y manuales del siglo XIX hasta
los ecosistemas computacionales hiperconectados de la actualidad. En el
centro de esta evolucion se encuentra la capacidad de traducir los principios
inmutables de la estatica en algoritmos eficientes y arquitecturas de
software robustas. Las estructuras estaticamente determinadas, o
isostaticas, representan el punto de partida esencial para cualquier
desarrollo en este campo, no solo por su relevancia pedagodgica, sino
también porque constituyen los componentes fundamentales de sistemas
mas complejos y permiten una validacion directa basada exclusivamente en
las leyes del equilibrio. La implementacion moderna de software en este
dominio no se limita a la resolucion de sistemas de ecuaciones; abarca la
integracion de flujos de trabajo de modelado de informacion (BIM), la
automatizacion mediante interfaces de programacion de aplicaciones (API)

y la visualizacion interactiva de estados tensionales.

Evolucion y vigencia del analisis isostatico en el entorno
digital
La definicion técnica de una estructura estaticamente determinada

reside en su capacidad de resolverse mediante la aplicacion de las
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ecuaciones de equilibrio estatico, sin necesidad de recurrir a condiciones de
compatibilidad de deformaciones o a leyes constitutivas del material para
determinar las reacciones y esfuerzos internos (Cudmani, 2007). Para un
cuerpo rigido en un plano bidimensional, esto se traduce en la satisfaccion
de tres condiciones fundamentales de equilibrio: la sumatoria de fuerzas en
los ejes cartesianos y la sumatoria de momentos respecto a cualquier punto

del plano deben ser nulas.

A pesar de que las estructuras contemporaneas tienden al
hiperestatismo por razones de redundancia y seguridad, el andlisis de
sistemas isostaticos sigue siendo una prioridad en el desarrollo de software.
Esto se debe a que el motor de calculo de cualquier plataforma de ingenieria
civil debe ser capaz de identificar y procesar subsistemas isostaticos para
garantizar la estabilidad global. Un software que no puede detectar la

inestabilidad inherente a una estructura con menos restricciones de las

necesarias (T = ) es inherentemente peligroso. Por tanto, la
implementacion de algoritmos de verificacion de la determinacién estatica
es la primera linea de defensa en la arquitectura de un sistema de analisis

estructural (ver Tabla 3).

Tabla 3: Condicion de estabilidad en estructuras

Condicion de Estabilidad

Relacion Matematica

Implicacion en el Software

Estaticamente Determinada

Soluciéon tUnica mediante

estatica.
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Estaticamente Requiere =~ métodos  de

Indeterminada flexibilidad o rigidez.

Inestable (Hipostatica) El sistema de ecuaciones es

singular (no resoluble).

Arquitectura algoritmica de los métodos tradicionales
La digitalizaciéon de los métodos clasicos de analisis estructural
requiere una descomposicion logica que permita transformar la inspeccion
visual humana en procesos secuenciales para la computadora. Los dos
pilares de esta transformacion son el método de los nudos y el método de

las secciones.

Sistematizacion del Método de los Nudos

El método de los nudos se basa en el equilibrio de fuerzas
concurrentes en cada unién de una armadura. En una implementacion
manual, el analista busca nudos con un maximo de dos incognitas para
proceder de forma iterativa. Sin embargo, en el software, este enfoque
secuencial resulta ineficiente y propenso a errores de propagacion. La
implementacion profesional opta por la formulaciéon matricial global del

equilibrio (Hibbeler, 2010).

[C]

En esta formulacidn, se construye una matriz de coeficientes que

encapsula la topologia de la estructura. Cada fila de la matriz representa

una ecuacion de equilibrio (fuerzas en XY para cada nodo) y cada
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columna corresponde a una incdgnita (esfuerzo axial en una barra o una

reaccion de apoyo). La relacidn resultante es un sistema lineal:
[CH{F} = P}

Donde {F} es el vector de esfuerzos y reacciones y 1P} el vector de
cargas nodales aplicadas. El software debe manejar la construccion de esta
matriz a partir de los cosenos directores de los elementos, los cuales se
calculan a partir de las coordenadas de los nodos iniciales y finales. Este
enfoque matricial permite al desarrollador utilizar bibliotecas de algebra
lineal de alto rendimiento como NumPy en Python o Lapack en C++,

resolviendo estructuras de miles de nodos en fracciones de segundo.

El Método de las Secciones y la generacion de leyes de esfuerzos

Para vigas y marcos, el método de secciones es la base para la
generacion de diagramas de esfuerzos internos (axiales, cortantes y de
momento). El algoritmo de implementacion divide el elemento estructural
en intervalos basados en la ubicacion de cargas puntuales, en cambios en la
magnitud de cargas distribuidas o en la presencia de apoyos (Meriam y
Kraige, 2014). En cada intervalo, el software genera funciones matematicas

que describen el comportamiento de los esfuerzos internos.

La logica interna del programa debe respetar las convenciones de
signos de la mecdanica de solidos. Por lo general, un corte a la izquierda de
una seccion considera las fuerzas que vienen desde ese lado, donde el
cortante hacia arriba y el momento antihorario se definen como positivos.

La precision del software en este punto es critica, especialmente al calcular
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los maximos y minimos locales del momento flector, que ocurren en los

puntos donde el diagrama de cortante cruza por cero.

Ecosistema de herramientas y plataformas de desarrollo

La implementacion de software estructural se manifiesta hoy en tres
vertientes principales: herramientas comerciales consolidadas, soluciones
en la nube con enfoque en la automatizacion y bibliotecas de cédigo abierto

orientadas a la personalizacion.

Lideres comerciales y capacidades MEF

Software como SAP2000, Robot Structural Analysis y ETABS domina
el mercado profesional debido a su capacidad para manejar no solo analisis
isostaticos, sino también dindmicos, no lineales y de elementos finitos
(MEF). SAP2000 destaca por su versatilidad en infraestructuras generales,
con una interfaz grafica 3D orientada a objetos que facilita la definicion de
casos de carga complejos. Robot Structural Analysis, por su parte, se
beneficia de una integracion profunda con el ecosistema BIM de Autodesk,
lo que permite que el modelo analitico se derive directamente del modelo

arquitectonico.

Dlubal Software, con su producto RFEM 6, ofrece un enfoque
modular en el que los usuarios pueden anadir complementos para el disefio
de materiales especificos como madera, vidrio o aluminio, manteniendo
una base de cdlculo de elementos finitos altamente eficiente. Estas
herramientas comerciales garantizan la fiabilidad mediante procesos de
calidad (QA) rigurosos, aunque su costo puede ser una barrera para la

automatizacion a gran escala por parte de usuarios individuales.
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Innovacion en la nube y automatizacion mediante API

SkyCiv ha transformado el paradigma del software estructural al
ofrecer una plataforma basada integramente en la nube, accesible desde el
navegador. Mas alld de la interfaz grafica, su valor reside en la SkyCiv AP],
que permite a los ingenieros automatizar el modelado y el andlisis

utilizando lenguajes como Python.

A través de la API, se pueden construir modelos estructurales
programaticamente enviando objetos JSON que definen nodos, elementos,
secciones y cargas. Esto permite realizar estudios de optimizacion
paramétrica en los que el script ajusta las dimensiones de la estructura hasta
encontrar la configuracion mas eficiente que cumpla con los criterios de
disefio, algo que llevaria horas en un software tradicional. Ademas, la
capacidad de generar reportes PDF con célculos "paso a paso" proporciona
una transparencia inusual en el software propietario, facilitando la

auditoria de los resultados por parte de terceros.

Bibliotecas de Python para ingenieria estructural

Python se ha consolidado como la lengua franca de la computacion
cientifica y el analisis estructural no es la excepcion. Diversas bibliotecas
permiten implementar soluciones isostaticas con un nivel de

personalizacidon extremo:

e AnaStruct: Especializada en el analisis bidimensional de estructuras de
barras. Es ideal para aplicaciones educativas y scripts rapidos de
verificacion, lo que permite definir apoyos y cargas distribuidas y
obtener diagramas de esfuerzos con pocas lineas de cédigo.

e PyNite: Una biblioteca de elementos finitos ligera que soporta analisis
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3D y 2D, el manejo de combinaciones de cargas y la generacién de

diagramas de deflexion y de esfuerzos internos. Su disenio intuitivo

permite a ingenieros con conocimientos basicos de programacion

integrar andlisis avanzados en sus flujos de trabajo.

e OpenSeesPy: La interfaz de Python para OpenSees, un potente motor

de codigo abierto para simulaciones sismicas y estructurales

avanzadas. Aunque su complejidad es mayor, ofrece capacidades de

andlisis no lineal y dindmico que superan a muchos software

comerciales (ver Tabla 4).

Tabla 4: Bibliotecas en Python y C++

Biblioteca Lenguaje Especialidad Nivel de
Complejidad
AnaStruct Python Marcos y vigas 2D Bajo
PyNite Python MEF general 2D/3D | Medio
OpenSeesPy Python Andlisis sismico y | Alto
no lineal
RSTAB C++/C# Marcos y cerchas | Comercial
profesionales

Arquitectura de software y patrones de disefio aplicados

Para que un software estructural sea confiable y escalable, su

implementacidn debe seguir principios de ingenieria de software robustos.
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La complejidad de los datos estructurales exige arquitecturas que

desacoplen la ldgica de calculo de la representacion visual.

El patrén Modelo-Vista-Controlador (MVC) y la Arquitectura en

Capas

El patron MVC es fundamental en aplicaciones estructurales. El
Modelo contiene los datos fisicos (nodos, secciones, matrices de rigidez); la
Vista se encarga de representar estos datos (diagramas de momentos,
renders 3D de la deformacion) y el Controlador gestiona la interaccion del

usuario y el flujo del andlisis estructural (Espafia et al., 2016).

Complementariamente, la arquitectura en capas asegura que las
capas superiores (interfaz de usuario) no dependan de los detalles de
implementacion de las capas inferiores (motores de algebra lineal). Esto
facilita, por ejemplo, cambiar el motor de resolucion de ecuaciones de un
método de eliminacion gaussiana simple a un solver de matrices dispersas

optimizado sin afectar la experiencia del usuario.

Patrones de comportamiento y procesamiento de datos

En sistemas que manejan grandes volimenes de datos, como el
monitoreo de salud estructural en tiempo real, se aplican patrones como
Event-Driven Architecture (arquitectura dirigida por eventos). Esto permite
que el software reaccione a cambios en las lecturas de sensores o
actualizaciones en el modelo arquitectonico de forma asincrona,

manteniendo la fluidez de la aplicacion.

Para flujos de trabajo de preprocesamiento, en los que la geometria

debe transformarse en una malla de elementos finitos y luego en resultados
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analiticos, el patron Pipe-Filter es muy efectivo. Cada etapa del flujo actta
como un filtro que transforma los datos y los transmite al siguiente

componente, garantizando una trazabilidad clara del proceso.

Calidad del codigo y mantenibilidad

La implementacion profesional de software de ingenieria debe evitar
el "acoplamiento fuerte" entre componentes. El uso de la inyeccion de
dependencias permite probar modulos de cédlculo de forma aislada
mediante datos simulados (mocking), lo cual es vital para la verificacién del
software. Ademas, la adopcion de convenciones de nomenclatura claras y
la documentacion mediante herramientas como HandCalcs o PyLaTeX
permiten que el codigo sea autodocumentado, facilitando que otros

ingenieros verifiquen la logica fisica detras de las lineas de programacion.

Implementacion de la Teoria de Euler-Bernoulli

El ntcleo del andlisis de vigas y marcos en el software estructural
suele basarse en la teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Esta teoria supone
que las secciones transversales permanecen planas y normales al eje neutro

tras la deformacion, lo cual es una aproximacion excelente para elementos

esbeltos (Hughes, 1987).

La matriz de rigidez local para un elemento de marco plano integra
los efectos de carga axial, cortante y de flexion. En un entorno de

programacion, esta matriz se define en funciéon de las propiedades del
. A A 7 E . . jl'
elemento: area (*7), modulo de Young (), momento de inercia (7) y

longitud (L )-
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La implementacion en Python utiliza arreglos de NumPy para estas
matrices, lo que permite realizar transformaciones de coordenadas
mediante la multiplicacién por matrices de rotacion basadas en el angulo
de inclinacion del elemento. Este proceso de transformacion es el puente
que permite llevar las fuerzas del sistema de coordenadas local del elemento

al sistema de coordenadas global de la estructura.

Visualizacion y postprocesamiento en la ingenieria civil

Un andlisis estructural es tan atil como la capacidad del ingeniero
para interpretar sus resultados. El postprocesamiento de datos estructurales
requiere técnicas de visualizacion avanzadas que vayan mas all4 de simples

tablas numéricas (Colina y Ramirez, 2000).

Graficacion de diagramas de esfuerzos con Matplotlib y Plotly
Las bibliotecas de visualizaciéon de Python son herramientas
potentes para generar la documentacion grafica necesaria en un proyecto
estructural. Matplotlib es la opcion estandar para graficos 2D estaticos de
alta calidad, lo que permite superponer diagramas de momentos flectores
sobre la geometria de la viga, con control milimétrico de las escalas y las

anotaciones.
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Para interfaces interactivas y cuadros de mando (dashboards), se
utilizan Plotly o Bokeh. Estas bibliotecas permiten al usuario rotar modelos
3D, inspeccionar valores de esfuerzo en puntos especificos mediante el
desplazamiento del raton y visualizar animaciones de los modos de
vibracién o de la deformacion bajo diferentes hipdtesis de carga. El uso de
contornos de color (heatmaps) facilita la identificacion rapida de zonas

criticas donde los esfuerzos superan la capacidad resistente de la seccion.

Renderizado 3D e integracion con APIs de modelado

El software moderno ofrece capacidades de renderizado 3D que
permiten visualizar no solo la linea analitica de la estructura, sino también
la seccion transversal real extruida a lo largo de su longitud. Esta
visualizacion ayuda a detectar errores de modelado, como orientaciones
incorrectas de los ejes débiles y fuertes de las columnas o interferencias

geométricas que no se aprecian en un modelo de barras simple.

La integracion con APIs como la de FreeCAD permite que los
resultados del analisis estructural generen automaticamente cambios en la
geometria del modelo CAD. Por ejemplo, un script puede aumentar el
peralte de una viga isostatica si la deflexidn calculada supera los limites de
servicio, cerrando el ciclo entre el andlisis y el disefio detallado sin

intervencion manual.

Automatizacion y optimizacion: el enfoque académico
en Peru

La academia en Pert, en particular instituciones como la
Universidad Nacional de Ingenieria (UNI) y la Pontificia Universidad

Catolica del Pert (PUCP), ha liderado investigaciones significativas en la
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automatizacion del andlisis estructural isostatico e hiperestatico aplicado a

la realidad local.

Investigaciones en el repositorio de la UNI y PUCP

Las tesis y proyectos de investigacion en estas universidades se han
enfocado recientemente en la implementacion de la metodologia BIM
(Building Information Modeling) para optimizar el disefio estructural de
edificaciones de concreto armado y acero. Un tema recurrente es la
automatizacion de la obtencion de mediciones y cantidades de obra
mediante el uso de APIs de software de modelado 3D, lo que permite una

gestion de proyectos basada en datos mas precisa.

Ademas, se han desarrollado estudios sobre el analisis numérico de
la respuesta estructural de edificios tipicos en Lima, considerando la
influencia de elementos como tanques de agua elevados o la interacciéon
suelo-estructura mediante inclusiones rigidas. Estas investigaciones a
menudo emplean software comercial como ETABS o SAP2000, pero
integran scripts personalizados en Python o MATLAB para procesar
grandes volumenes de datos sismicos y generar reportes automatizados

siguiendo la normativa peruana E.030 de Disefio Sismorresistente (ver Tabla

5).

Tabla 5: Desarrollo de software en universidades (ejemplos)

Universidad Area de Investigacion Tecnologia Aplicada
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PUCP Optimizacion de disefio S-Bim, automatizacién de

cantidades

U. de Lima IA en seguridad y confort Redes neuronales, vision

artificial

Automatizacion de la documentacion técnica en proyectos

estructurales

Una de las mayores ineficiencias en la practica de la ingenieria
estructural es la transcripcion manual de resultados en memorias de
calculo. La implementacion de software moderno busca solucionar esto
mediante la generacion automatica de documentacion. Herramientas como
HandCalcs permiten que el flujo de trabajo en un Jupyter Notebook sea
directamente exportable a un reporte PDF profesional, donde se muestran
no solo los resultados finales, sino también todas las formulas y
sustituciones intermedias. Esto mejora la transparencia y facilita la revision
por parte de las entidades gubernamentales o de revisores independientes,

reduciendo los tiempos de aprobacion de proyectos.

El papel del dlgebra lineal en el motor de calculo

El éxito de cualquier implementacion de software estructural reside
en la eficiencia de su motor de algebra lineal. La resolucion de sistemas de
ecuaciones para estructuras isostaticas puede parecer trivial, pero requiere
un manejo cuidadoso de la precision numérica y la estabilidad del

algoritmo.
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Operaciones vectoriales y matriciales

El uso de operaciones vectoriales, como el producto punto y el
producto cruz, es esencial para calcular momentos y transformar fuerzas en
el espacio 3D. En lenguajes como Rust o Python, la gestion de memoria y el
aprovechamiento del paralelismo en operaciones matriciales permiten que

el software sea escalable.

La transposicién de matrices es una operacion frecuente en el analisis
estructural. Por ejemplo, al convertir desplazamientos globales en locales,
se utiliza la transpuesta de la matriz de rotacion. Debido a que las matrices
de rotacién son ortogonales, su transpuesta es igual a su inversa, una
propiedad que el software eficiente debe aprovechar para evitar calculos

innecesarios de inversas de matrices (Blanco et al., 2015).

Algoritmos de resolucidn: Eliminacion Gaussiana y Pivoteo

Para sistemas isostaticos, el método de eliminacién gaussiana sigue
siendo un estandar de implementacion. Sin embargo, para evitar errores de
redondeo numérico, es fundamental implementar técnicas de pivoteo
parcial o de escalado de columna. Estas técnicas reordenan las filas del
sistema de ecuaciones para que los elementos de la diagonal principal
(pivotes) sean los de mayor valor absoluto posible, garantizando que las

divisiones durante la eliminacion no amplifiquen los errores de precision.

El software debe ser capaz de detectar si la matriz es singular antes
de proceder. Una matriz singular en el analisis estructural indica que la
estructura es hipostatica o que existe un mecanismo de colapso, lo que debe
activar de inmediato una alerta al usuario en lugar de intentar una division

por cero (Blanco et al., 2015).
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Verificacion,  validacion y  mejores  practicas
profesionales

A medida que el software de ingenieria se vuelve mds potente y
complejo, la necesidad de procesos de Verificacion y Validacion (V&V) se
vuelve critica. Los ingenieros no deben tratar al software como una "caja

negra" infalible.

Estrategias de Verificacion y Validacion (V&V)

La verificacion busca confirmar que el software resuelve las
ecuaciones matematicas correctamente. Esto se logra comparando los
resultados del programa con soluciones analiticas exactas de problemas
clasicos de la estatica. Por otro lado, la validacion se encarga de determinar
si el modelo matematico elegido representa adecuadamente el fenomeno
fisico real. Esto requiere comparar los resultados del software con datos
experimentales obtenidos de pruebas de carga en estructuras reales o en

modelos a escala.

Las empresas de software estructural deben seguir procedimientos
de Garantia de Calidad del Software (SQA), documentando cada cambio en
el cddigo y manteniendo una suite de pruebas de regresion que asegure que
las actualizaciones del software no introduzcan errores en funcionalidades

que antes funcionaban correctamente.

Buenas practicas en la creacion de hojas de calculo y scripts
Para los ingenieros que desarrollan sus propias herramientas de

calculo en Excel o Python, existen mejores practicas fundamentales:

e Separacion de entradas y ldgica: Los datos de entrada (propiedades de
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materiales, geometria) deben estar claramente separados de las celdas
o funciones que realizan el calculo. Esto evita que cambios accidentales
en las formulas corrompan los resultados.

e Uso de nombres de variables: En lugar de referirse a celdas como
"B15", se deben utilizar nombres descriptivos como "Fy" (limite de
fluencia) o "Ix" (momento de inercia). Esto hace que las férmulas sean
legibles y faciles de auditar por un revisor.

e Documentacion de fuentes: Cada calculo debe incluir referencias a las
normativas aplicables (como el cédigo ACI 318 o la norma E.060 de
concreto armado) para justificar los coeficientes y factores de seguridad
utilizados.

e Uso de graficos de verificacion: Incluir diagramas automaticos de
cuerpo libre y de esfuerzos ayuda a identificar, mediante la inspeccion

visual, errores de modelado evidentes.

El futuro: Inteligencia Artificial y Lenguaje Natural en
FEA

La préxima frontera en la implementacion de software estructural es
la integracién de modelos de lenguaje de gran escala (LLM) y técnicas de

inteligencia artificial para democratizar el acceso a herramientas avanzadas.

FeaGPT y la interfaz conversacional para simulacion

Marcos de trabajo emergentes como FeaGPT proponen un cambio de
paradigma: permitir que el ingeniero controle el flujo de trabajo de analisis
estructural mediante lenguaje natural. En lugar de manipular manualmente
menus y herramientas de dibujo, el usuario describe la estructura ("una viga

de acero de 6 metros, apoyada en los extremos, con una carga puntual de 10
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kN en el centro"). El sistema utiliza el LLM para interpretar la intencion,
generar la geometria paramétrica en FreeCAD, crear la malla en Gmsh,

configurar el solver CalculiX y presentar los resultados finales.

Esta integracion no solo mejora la accesibilidad, sino que también
permite una exploracion del disefio mucho mas rapida. Un ingeniero podria
pedirle a la TA que "genere y analice 10 variaciones de la armadura
optimizando el peso de las barras superiores"”, algo que tradicionalmente
requeriria un experto en programacion de optimizacion. Sin embargo, esta
facilidad de uso aumenta la necesidad de sistemas de validacion
automaticos que aseguren que los resultados generados por la IA son

fisicamente consistentes.

Vision artificial aplicada al analisis estructural

Otra aplicacion innovadora es el uso de la vision artificial para
convertir bocetos dibujados a mano en modelos estructurales analizables.
Mediante modelos de deteccidon de objetos y reconocimiento de ntimeros,
un sistema puede procesar una fotografia de una viga dibujada en un
cuaderno, identificar los apoyos, las cargas y las dimensiones, y exportar un
modelo listo para ser resuelto en OpenSees. Aunque esta tecnologia aun
enfrenta desafios con la interpretacion de unidades y caligrafias complejas,
representa una herramienta de inmenso valor para revisiones rapidas en

campo y para facilitar la transicion del disefio conceptual al analisis técnico.

La implementaciéon de software en el andlisis estructural
estaticamente determinado ha evolucionado de ser una mera calculadora
de soporte a convertirse en un ecosistema de disefio inteligente. La base

teorica de la estatica isostatica, aunque centenaria, sigue siendo el filtro

44



definitivo de validez para cualquier sistema computacional. La tendencia
hacia la automatizacion mediante APIs, la integracién con BIM y el uso
incipiente de IA estan redefiniendo el papel del ingeniero estructural,
desplazando su labor del calculo manual repetitivo hacia la supervision de

procesos automatizados y la toma de decisiones criticas basadas en datos.

El éxito en este campo no depende solo de la potencia del hardware
o de la complejidad del algoritmo, sino también de la robustez de la
arquitectura del software y del rigor de los procesos de verificacion y
validacion. A medida que las herramientas se vuelven mas accesibles y
potentes, la responsabilidad del profesional de asegurar la integridad y la
seguridad de las estructuras aumenta. La formacién del ingeniero
contemporaneo debe, por tanto, equilibrar un entendimiento profundo de
los principios fisicos con una competencia técnica solida en las herramientas
digitales que permiten aplicarlos a gran escala para construir un mundo

mas seguro y eficiente.
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Capitulo III

Tratado integral de mecanica de estructuras:
Evolucion, teoria y aplicacion de los

meétodos de analisis

La mecénica de estructuras constituye el nticleo fundamental de la
ingenieria civil y mecdanica, proporcionando el marco tedrico y practico
necesario para comprender como los sistemas resistentes responden a las
cargas externas y a las deformaciones impuestas. En su acepcion mas
contemporanea, el analisis estructural se define como el conjunto de
métodos y técnicas que permiten evaluar la viabilidad de las estructuras
disefiadas y el grado de satisfaccion de multiples criterios de disefio, como
la seguridad, la funcionalidad y la economia. El objetivo primordial de esta
disciplina es determinar la respuesta estructural, entendida como la
prediccion de los estados de tension y deformacion a los que un sistema se

vera sometido durante su construcciéon y su vida util.

Histoéricamente, el anadlisis de estructuras entronca con la tradicion
de la resistencia de los materiales y la teoria de la elasticidad, cuyos origenes
se remontan a la segunda mitad del siglo XVIII. El advenimiento de la
revolucion industrial y la aparicion de materiales como la fundicion y el
acero impulsaron la necesidad de métodos de calculo més precisos para
nuevas tipologias, como los puentes de grandes luces y las estructuras
reticuladas complejas. Desde los trabajos de Louis Navier sobre arcos

hiperestaticos hasta el desarrollo de los métodos matriciales y de elementos
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finitos en el siglo XX, la disciplina ha evolucionado en paralelo con el poder
computacional, permitiendo hoy el analisis de sistemas con millones de

grados de libertad.

Clasificacion y principios fundamentales del analisis
estructural

La organizacion de las partes de un sistema resistente determina su
comportamiento mecanico. Las estructuras pueden clasificarse segin su
geometria en estructuras de barras y estructuras continuas. Las estructuras
de barras estan formadas por elementos prismaticos donde una dimension
predomina sobre las otras dos, como vigas, columnas y cerchas, y su analisis
suele abordarse desde los postulados de la resistencia de materiales,
asumiendo el principio de Saint-Venant para determinar tensiones a partir
de esfuerzos seccionales. Por otro lado, las estructuras continuas, como
placas, laminas y sélidos masivos, requieren métodos de discretizacion
numérica debido a la complejidad de las ecuaciones diferenciales que rigen

su comportamiento (Berrocal, 2007).

Andlisis estatico frente al andlisis dinamico

Una distincion critica en la mecénica de estructuras es la naturaleza
temporal de las acciones aplicadas. El andlisis estructural se divide
fundamentalmente en estatico y dindmico, basandose en si la aceleracion de
la masa del sistema produce fuerzas de inercia significativas en

comparacion con las fuerzas de restauracion elastica (Ver Tabla 6).

47



Tabla 6: Estatica Vs. Dinamica

Caracteristica

Analisis Estatico

Analisis Dindmico

Definiciéon

Evaltia cargas constantes o
que cambian muy

lentamente en el tiempo.

Examina la respuesta a
cargas que varian

rapidamente con el tiempo.

Parametros medidos

Fuerzas internas, momentos
flectores y desplazamientos

bajo cargas fijas.

Periodos de  vibracion,
frecuencias naturales y

formas modales.

Modelado de carga

Las cargas se consideran
constantes; no hay efectos de

frecuencia.

Las cargas incluyen efectos
de tiempo, inercia 'y

amortiguamiento.

Aplicaciones comunes

Peso propio, cargas muertas,

Terremotos, vientos rafagas,

sobrecargas de uso | impactos, trafico moévil en
estacionarias. puentes.

Complejidad Generalmente directo y | Elevada complejidad;
lineal, con menor demanda | requiere integracion
computacional. temporal 0 analisis

espectral.

En el andlisis estatico, la respuesta es una configuracion de equilibrio

unico. En cambio, el andlisis dindmico requiere considerar que la estructura

posee multiples formas de vibrar, denominadas modos de vibracion, cada

una asociada a una frecuencia especifica. Esta distincion es fundamental

para el disefio sismorresistente, donde la interaccion entre las frecuencias
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del suelo y las frecuencias de la estructura puede amplificar drasticamente

las solicitaciones.

Linealidad y no linealidad estructural

La mayoria de los cddigos de disefio se basan en el analisis elastico
lineal, el cual supone que los desplazamientos son pequefios y que el
material sigue la ley de proporcionalidad de Hooke. Sin embargo, el
comportamiento real de las estructuras a menudo trasciende estos

supuestos (Berrocal, 2007).

La no linealidad puede ser de dos tipos principales:

1. No linealidad geométrica: Se presenta cuando grandes deformaciones
o rotaciones alteran la direccion y magnitud de las cargas internas. Un
ejemplo clasico es el efecto P-Delta en edificios altos, donde la carga
vertical sobre una columna desplazada lateralmente genera momentos
flectores adicionales que pueden comprometer la estabilidad global.

2. No linealidad del material: ocurre cuando la relacién tension-
deformacion deja de ser proporcional, como en el caso de la fluencia
del acero o el agrietamiento del concreto. El andlisis no lineal permite
evaluar la capacidad de carga ultima y el mecanismo de colapso

mediante técnicas como el analisis pushover.

El uso de anadlisis no lineal es critico para evaluar estructuras bajo
cargas dindmicas extremas, permitiendo una prediccién mas precisa del
dano esperado durante un evento sismico severo. Mientras que el analisis
lineal es adecuado para el disefio basico por su eficiencia, el analisis no
lineal es indispensable para la ingenieria de desemperio y la rehabilitacion

estructural.
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Meétodos clasicos de analisis manual para estructuras
hiperestaticas

Antes del desarrollo masivo de los computadores, la ingenieria
estructural dependia de métodos iterativos y aproximaciones graficas para
resolver sistemas estdticamente indeterminados. Estos métodos siguen
siendo pilares en la formacion académica y herramientas valiosas para la

verificacion rapida de resultados computacionales.

El método de distribucion de momentos de Hardy Cross
Publicado en 1930, el método de Cross permitié a los ingenieros
resolver porticos complejos sin recurrir a la resolucion de grandes sistemas
de ecuaciones simultaneas. El método se basa en el concepto de que cada
nudo de una estructura rigida tiene una capacidad de resistencia al giro

proporcional a la rigidez de las barras que en él concurren (Akaogi, 2017).
El procedimiento iterativo del método de Cross se resume en los
siguientes pasos:

1. Calculo de momentos de empotramiento perfecto (MEP): Se asume
que todos los nudos estan bloqueados contra el giro. Se calculan los
momentos producidos por las cargas externas en los extremos de cada
barra.

2. Determinacion de factores de distribucion (FD): La rigidez flexional
de una barra (K ) se define como la relacion entre el producto del
modulo de elasticidad (E ) y el momento de inercia (Jir ) dividido por la

longitud (L). El factor de distribucion para un nudo es la rigidez de

una barra especifica dividida por la suma de las rigideces de todas las
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FD - KIKEKE)

barras conectadas a ese nudo (

3. Distribucion y transporte: Los momentos de desequilibrio en cada
nudo se reparten entre las barras concurrentes segun sus FD.
Posteriormente, se realiza un transporte de momentos al otro extremo
de la barra, generalmente utilizando un factor de transporte de 0.5 para
nudos empotrados.

4. Convergencia: El proceso se repite hasta que los momentos
distribuidos sean tan pequenos que no afecten el resultado final,

logrando generalmente una precision adecuada en 3 o 4 iteraciones.

Este método es particularmente eficaz para vigas continuas y marcos
sin desplazamientos laterales. Para estructuras con ladeo, se requiere la

aplicacion de métodos adicionales o correcciones por desplazamientos.

El método de pendiente-deflexion (Slope-Deflection)

A diferencia de Cross, el método de pendiente-deflexion es un
método de desplazamientos que expresa los momentos en los extremos de
las barras como funciones lineales de las rotaciones angulares y los
desplazamientos de los nudos (Beer et al, 2013). Las ecuaciones
fundamentales relacionan los momentos internos con los grados de libertad
de la estructura, permitiendo establecer ecuaciones de equilibrio en cada

nudo.

El procedimiento estandar incluye:

e Identificar los grados de libertad (rotaciones y desplazamientos lineales
desconocidos).

e Aplicar las férmulas de momentos de empotramiento perfecto para las
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cargas aplicadas.

e Escribir las ecuaciones de pendiente-deflexion para cada extremo de

6

barra en funcion de las rotaciones () y desplazamientos (&).
e Establecer las ecuaciones de equilibrio de nudos y, en caso de porticos
con ladeo, las ecuaciones de equilibrio de cortante de piso.

e Resolver el sistema de ecuaciones para hallar los desplazamientos vy,

asi, sustituir estos valores para obtener los momentos internos.

Métodos de energia y teoremas de Castigliano
Los métodos energéticos se basan en el principio de conservacion de
la energia, donde el trabajo realizado por las cargas externas se almacena

como energia de deformacion interna en el sistema elastico.
El segundo

es una herramienta poderosa para el calculo de deflexiones y la
resolucion de estructuras hiperestaticas. Este establece que la derivada
parcial de la energia de deformacion total respecto a una carga aplicada es

igual al desplazamiento en la direccidon de dicha carga (Beer et al., 2013).

ou
8 = =
O,
Donde U es la energia interna, la cual depende de los esfuerzos

axiales, momentos flectores y cortantes integrados a lo largo de la
estructura. El procedimiento implica el uso de cargas ficticias cuando se
desea calcular desplazamientos en puntos donde no existen cargas reales.

Tras derivar la expresion de la energia e integrar sobre la longitud de los
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elementos, se obtiene el valor de la deformacion o rotacion deseada. Estos
meétodos son aplicables no solo a vigas y porticos, sino también a armaduras

y estructuras mixtas.

Analisis matricial de estructuras: el método de la rigidez

El desarrollo de los computadores digitales permitio la
sistematizacion del analisis estructural mediante el dlgebra matricial. El
método de la rigidez, también conocido como el método de los
desplazamientos, es el estandar de la industria debido a su naturaleza

algoritmica y su capacidad para manejar estructuras con miles de elementos

(Blanco et al., 2015).

Concepto de rigidez y construccion de matrices locales

La base del método es la relacién constitutiva que vincula las fuerzas

nodales {F} con los desplazamientos nodales {Aa} a través de una matriz

K]

de rigidez .Para cada elemento de la estructura, se define una matriz de

[
rigidez local (H ) en un sistema de referencia alineado con la directriz del

elemento.

Por ejemplo, para una barra sometida exclusivamente a carga axial,
la matriz de rigidez local relaciona los desplazamientos axiales en sus

extremos:
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£ es el modulo de elasticidad, A el area de la seccion y L 1

Donde a

longitud. Para elementos que trabajan a flexion (vigas y poOrticos), las

matrices son mas complejas e incluyen términos de inercia (7) y rigidez al

giro.

Transformacion de coordenadas y ensamblaje global
Dado que los elementos de una estructura pueden tener
orientaciones arbitrarias en el espacio, es necesario transformar las matrices

locales en un sistema de coordenadas global tinico. Esto se logra mediante

una matriz de transformacién (T) basada en los cosenos directores de la

barra respecto a los ejes globales.

La matriz de rigidez del elemento en coordenadas globales (H ) se

obtiene como:
(K] =" [K']

El proceso de ensamblaje consiste en agrupar las matrices de cada
elemento en una gran matriz de rigidez global que represente a toda la
estructura. Este proceso asegura la compatibilidad de desplazamientos en

los nudos y el equilibrio de fuerzas externas.

Aplicacion de condiciones de contorno y resoluciéon

La matriz global ensamblada es singular, lo que significa que no
puede invertirse porque la estructura podria desplazarse como un sélido
rigido. Para obtener una solucion tinica, es necesario aplicar las restricciones

de apoyo (condiciones de contorno). Esto implica eliminar las filas y
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columnas correspondientes a los grados de libertad restringidos o utilizar
métodos de penalizacidon para imponer desplazamientos nulos (Blanco et

al., 2015).

Una vez aplicada la restriccion, el sistema de ecuaciones reducido se
resuelve para encontrar los desplazamientos nodales incognita. A partir de
estos desplazamientos, se pueden calcular las reacciones en los apoyos y los
esfuerzos internos en cada barra mediante la aplicacion inversa de las

matrices de rigidez locales.

El método de los elementos finitos (MEF) en la ingenieria
estructural

El MEF representa la evolucidn natural de los métodos matriciales,
permitiendo el analisis de medios continuos y geometrias tridimensionales
complejas mediante la discretizacion del dominio en un namero finito de

elementos mas pequenos (Vazquez y Lopez, 2001).

Discretizacion y funciones de forma
En el MEF, el comportamiento de un elemento se especifica mediante
parametros asociados a sus nodos. La variable principal (como el

desplazamiento) en el interior del elemento se aproxima a través de

N,

funciones de interpolacion o funciones de forma (

El estado de deformacién y tensién dentro de cada elemento se
define de manera tnica en funcion de los desplazamientos nodales,

permitiendo establecer una relacion entre fuerzas y desplazamientos de la

F=K-u

forma , anadloga a la del cdlculo matricial de barras. Una

propiedad fundamental del método es la convergencia: a medida que el
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mallado se hace mas fino, la solucion numérica se aproxima a la solucion

exacta de las ecuaciones diferenciales del sistema.

Tipologias de elementos y aplicaciones practicas

El éxito del MEF radica en su versatilidad para modelar diferentes

fendmenos fisicos y geometrias (Ver Tabla 7).

Tabla 7: Tipologia de elementos

Tipo de Elemento

Geometria

Aplicacion Principal

Elementos Truss

Linea (2 nodos)

Armaduras, cerchas, cables

(solo carga axial).

Elementos Beam

Linea (2-3 nodos)

Vigas, pdrticos, marcos

(flexidn, corte y axial).

Elementos Shell

Superficie (3-4 nodos)

Losas, muros, laminas,

cascarones (flexion y
membrana).

Elementos Solid Volumen (4-20 nodos) Presas masivas,
cimentaciones,

componentes mecanicos 3D.

Elementos Elasticos 2D

Superficie (3-4 nodos)

Andlisis de tensiéon vy
deformacion  plana  en

secciones.
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El uso de elementos tipo shell es particularmente relevante en la
edificacion para el disefio de losas de concreto armado, donde el programa

calcula la armadura necesaria integrando los momentos flectores

(ﬁ’ Ti1, M fgz) y esfuerzos de membrana (N 11, V. 22) obtenidos del anAlisis.

Analisis sismorresistente segiin la normativa técnica
peruana (E.030)

En regiones de alta sismicidad como el Perty, el andlisis de estructuras
debe cumplir con las exigencias de la norma técnica NTE E.030, la cual
establece principios para minimizar la pérdida de vidas humanas y

asegurar la operatividad de servicios bdsicos tras un sismo severo.

Parametros de peligro sismico y sitio
La norma cuantifica la demanda sismica a través de varios factores

que modifican el espectro de respuesta.

e Factor de Zona (Z): Representa la aceleracién maxima horizontal en

suelo rigido. El Pert se divide en 4 zonas, asignando valores desde

Z = 0.10 Z = 0.45

(Selva) hasta (Costa).

e Factor de Uso (U): Clasifica las estructuras segun su importancia. Las

U=15

edificaciones esenciales como hospitales tienen un factor

U=10

mientras que las viviendas comunes tienen
e Parametros de Suelo (S): El tipo de perfil de suelo (desde roca dura SO
hasta suelos muy blandos S3) amplifica las ondas sismicas y define la
forma de la meseta del espectro de diseno.
e TFactor de Amplificacion Sismica (C): Relaciona el periodo de vibracion

de la estructura con los periodos caracteristicos del suelo,
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disminuyendo la aceleracion conforme la estructura es mas flexible.

Analisis estatico frente al analisis dinamico modal

La norma establece criterios para elegir el método de anadlisis

adecuado en funcion de la altura, regularidad e importancia del edificio.

1.

Analisis Estatico o de Fuerzas Equivalentes: Representa el sismo como
fuerzas horizontales aplicadas en cada nivel. Es aplicable solo a
estructuras regulares en zonas de baja sismicidad o edificios de poca

altura. El cortante en la base se calcula como

V=(Z-U-C-S/R)-P 4,.4.R

es el coeficiente de reduccion

de fuerza sismica y P el peso sismico efectivo.

Analisis Dinamico Modal Espectral: Utiliza los modos de vibracion y
sus masas participativas. Se debe considerar un nimero de modos tal
que se movilice al menos el 90% de la masa total de la estructura en
cada direccion. Los resultados de este andlisis deben escalarse si el
cortante dindmico en la base es menor al 80% del estatico en estructuras

regulares, o al 90% en irregulares.

Criterios de regularidad y control de derivas

La concepcidn estructural favorece la simetria y la continuidad tanto

en planta como en elevacion. Las irregularidades (como el piso blando, la

irregularidad de masa o la discontinuidad del diafragma) penalizan el

diseno reduciendo el factor R, lo que incrementa las fuerzas de diseno

(Vazquez y Lopez, 2001).

Por ende, el control de las distorsiones de entrepiso (derivas) es el

requisito mas riguroso de la norma peruana. Para estructuras de concreto
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armado, la deriva maxima no debe exceder el 0.007. Los desplazamientos

0.75R j0.85R

calculados elasticamente se multiplican por para obtener

los desplazamientos ineldsticos maximos esperados.

Software de ingenieria estructural y algoritmos de
calculo

El mercado actual ofrece diversas herramientas de software
especializadas que implementan los métodos de analisis antes descritos. La
eleccion del programa depende de la tipologia del proyecto y los

requerimientos de disefio.

Ecosistema de software de CSI: SAP2000 y ETABS
Computers and Structures, Inc. (CSI) desarrolla los programas mas

utilizados en el &mbito global para el calculo estructural.

e SAP2000: Es un software de proposito general. Es la herramienta ideal
para estructuras complejas y variadas como puentes, presas, tanques,
estadios y estructuras industriales. Ofrece una flexibilidad superior
para modelar elementos solidos y realizar andlisis no lineales
avanzados.

e ETABS: Estd optimizado especificamente para edificios de varios
niveles. Automatiza la creacién de diafragmas de piso, la distribucion
de cargas gravitatorias y el disefio de elementos de concreto y acero
segun normativas locales. A diferencia de SAP2000, ETABS suele
concentrar la masa del objeto de barra en los nudos extremos, lo que
puede requerir una discretizaciéon manual para capturar con precision

los modos de vibracion verticales en vigas de gran vano.
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Algoritmos para el analisis dinamico: Figen y Ritz
En el analisis dinamico, la determinacion de los modos de vibracion
es el paso computacional mas costoso. Los ingenieros deben elegir entre dos

tipos de vectores para el analisis modal:

e Vectores Eigen (Vectores Propios): Son la soluciéon matematica pura
del sistema de ecuaciones de masa y rigidez. Representan las
frecuencias naturales libres de la estructura. Son adecuados cuando no
hay una carga dominante predefinida.

e Vectores Ritz (Vectores de Carga-Dependientes): Se calculan
considerando la distribucion espacial de las cargas dindmicas
aplicadas. Para el mismo numero de modos, los vectores Ritz
proporcionan una mayor masa participativa y convergen mas rapido
en el andlisis de espectro de respuesta, especialmente para

aceleraciones verticales y analisis sismicos complejos.

El algoritmo de Lanczos es el método iterativo mas utilizado por
estos programas para encontrar los valores propios mas utiles de matrices
grandes y dispersas, superando en eficiencia a los métodos tradicionales de

transformacion de Householder en sistemas de gran escala.

Sintesis de la practica del andlisis estructural moderno
La mecdnica de estructuras ha evolucionado desde Ilas
aproximaciones iterativas manuales hacia un campo dominado por la
simulacién computacional de alta fidelidad. Sin embargo, la esencia del
andlisis estructural permanece inalterada: la busqueda de un equilibrio

satisfactorio entre la seguridad, la funcionalidad y la economia.
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La integracion de la metodologia BIM (Building Information
Modeling) representa la tendencia actual, donde programas como Revit y
Tekla se sincronizan con herramientas de analisis para permitir un flujo de
trabajo colaborativo y reducir errores en la deteccion de interferencias. A
pesar de la potencia del software, el criterio del ingeniero sigue siendo el
componente mas critico. Comprender las hipotesis detrds de cada método
—ya sea la distribucién de momentos de Cross, la formulacion de los
elementos finitos o las simplificaciones del analisis estatico equivalente — es
fundamental para interpretar correctamente los resultados y garantizar la

integridad de las obras que definen nuestro entorno construido.

La transicion hacia el disefio basado en resiliencia y el andlisis no
lineal de tiempo-historia marcard la pauta en las préximas décadas,
permitiendo estructuras capaces no solo de resistir eventos catastrdficos,
sino de recuperarse rapidamente de ellos, asegurando asi un desarrollo

urbano mas sostenible y seguro para las futuras generaciones.
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Capitulo IV

Analisis Integral de las Estructuras
Articuladas Isostaticas: Teoria, Métodos de
Calculo y Aplicaciones en la Ingenieria

Estructural

Las estructuras articuladas, comunmente denominadas cerchas,
armaduras o celosias, representan una de las soluciones mas eficientes y
elegantes en la historia de la ingenieria civil y la arquitectura. Estos
sistemas, constituidos por un conjunto de barras rectas interconectadas en
sus extremos mediante nudos o articulaciones, estan disefiados para
optimizar la distribucion de cargas externas, transformandolas
principalmente en esfuerzos axiles de traccion y compresion. El calificativo
de isostatica o estrictamente completa se otorga a aquella estructura donde
los esfuerzos internos en cada una de sus barras y las reacciones en sus
apoyos pueden determinarse de forma univoca y precisa utilizando

exclusivamente las ecuaciones fundamentales de la estatica.

La relevancia de los sistemas isostaticos radica no solo en su
simplicidad analitica, sino en su comportamiento mecanico ante fenomenos
que afectarian gravemente a estructuras con mayor grado de restriccion.
Una estructura isostdtica posee el numero exacto de ligaduras para
garantizar su inmovilidad como sélido rigido, permitiendo al mismo

tiempo una libertad de deformacion interna ante cambios de temperatura o
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asentamientos en los apoyos que evita la aparicion de tensiones parasitas o
esfuerzos internos no deseados. El presente reporte técnico profundiza en
la ontologia de estos sistemas, sus bases matematicas, las metodologias de
resolucion y su diversificacion tipoldgica en el contexto de la construccion

moderna.

Fundamentos Fisicos y Mecanicos de las Estructuras
Articuladas

El comportamiento de una estructura articulada se sustenta en el
principio de la estabilidad geométrica del triangulo. A diferencia de un
poligono de cuatro o mas lados, el tridngulo es la tnica figura geométrica
que no puede deformarse sin alterar la longitud de sus lados, lo que lo
convierte en el bloque fundamental para la construccion de armaduras

rigidas e indeformables.

Hipotesis de Disefio y Simplificaciones Estructurales

Para que el analisis de una estructura articulada se mantenga dentro
del dominio de la estatica clasica y sea representativo de la realidad fisica,
se deben aceptar diversas hipotesis de disefio que simplifican el modelo sin
sacrificar la seguridad estructural. En primer lugar, se asume que las barras
estan unidas entre si mediante articulaciones perfectas, es decir, pasadores
sin friccion que permiten el giro libre de las barras concurrentes en un nudo.
Esta condicion implica que no existe transmision de momentos flectores de

una barra a otra a través de la union (Cervera & Blanco, 2002).

En segundo lugar, se establece que las cargas externas y las
reacciones de los apoyos actiian exclusivamente sobre los nudos. Si una

carga se aplicara directamente sobre el cuerpo de una barra, esta se veria
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sometida a esfuerzos de flexion y cortante, invalidando la naturaleza de
" : L4 " s 4 . .
articulacion pura" del sistema. En la practica, aunque los pesos propios de
las barras se distribuyen a lo largo de su longitud, para el calculo se reparten
proporcionalmente entre los nudos extremos de cada elemento. Por lo que
se considera que los ejes de todas las barras que concurren en un nudo son
coplanares y concurrentes en un unico punto geométrico, eliminando
excentricidades que podrian inducir momentos torsionantes o flectores

secundarios.

El Concepto de Isostaticidad y Equilibrio Estatico

Una estructura isostatica se define matematicamente como aquella
que posee un numero de incognitas igual al nimero de ecuaciones de
equilibrio disponibles. En el plano bidimensional, estas ecuaciones se
derivan de la ley de Newton que exige que la resultante de fuerzas y

momentos sea nula para que el sistema permanezca en reposo.

ZFI—{}
Y F,=0
ZMZ—H

Desde una perspectiva técnica, las estructuras isostdticas son

" . " . . .
estrictamente completas". Si se eliminara una sola barra o un solo apoyo de
una estructura isostatica estable, esta se transformaria inmediatamente en
un mecanismo o sistema hipostatico, perdiendo su capacidad para soportar
cargas y colapsando bajo su propio peso. Por el contrario, la adicion de
barras o vinculos adicionales la convertiria en hiperestatica, donde el exceso

de ligaduras hace que las ecuaciones de la estatica sean insuficientes para
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resolver el sistema, requiriendo el estudio de la compatibilidad de

deformaciones y las propiedades elasticas de los materiales.

Analisis de Estabilidad y Determinacion Estatica

La clasificaciéon de una armadura como isostatica, hiperestatica o
hipostatica depende de la relacion numérica entre sus nudos, barras y
reacciones externas. Este andlisis se divide tradicionalmente en

isostaticidad externa e interna (Hibbeler, 2010).

Isostaticidad Exterior
Se refiere a la suficiencia de los apoyos o vinculos externos para
inmovilizar la estructura como un todo frente a cualquier sistema de

fuerzas. Un sistema plano requiere un minimo de tres restricciones

independientes para evitar traslaciones en los ejes * e L y rotaciones en el

plano (ver Tabla 8).

Tabla 8: Condicion de estabilidad

Numero de Reacciones (r)

Clasificacion Exterior

Condicion de Estabilidad

b Inestable / Hipostatica La estructura PUIEEES
moverse libremente como
sOlido rigido.

T = Las reacciones pueden

Isostatica

calcularse co

EFE,ZFQ,ZI‘J—?}
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Hiperestatica Existen apoyos redundantes

o superabundantes.

Es vital notar que incluso con una estructura puede ser inestable si
las reacciones son concurrentes en un punto o paralelas entre si,

permitiendo el movimiento rotacional o traslacional, respectivamente.

Isostaticidad Interior y Grado de Hiperestaticidad

La isostaticidad interna analiza si la disposicion de las barras es

suficiente para mantener la rigidez de la malla. Para una armadura de "
nudos y b barras, considerando v reacciones, la formula general del Grado

GH

de Hiperestaticidad ( ) en estructuras planas es:

GH =b+r—2n

En este contexto, la condicion necesaria para la isostaticidad es que

GH = {}, lo que implica que bt+r= 2”. Si la estructura tiene barras o
apoyos en exceso (hiperestatica); si le faltan elementos para ser rigida

(hipostatica 0 mecanismo).

En el caso de estructuras tridimensionales o espaciales, cada nudo

proporciona  tres  ecuaciones de  equilibrio de  fuerzas

(E F;, 2. Fy, 2. F. = ﬂ), por lo que la relacién se ajusta a:

b+r—=3n
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Donde " suele ser 6 para un isostatismo externo completo en el
espacio. La verificacion de estas férmulas es el primer paso obligado en
cualquier protocolo de andlisis estructural, ya que define la metodologia de

resolucion que el ingeniero debe adoptar.

Metodologias Analiticas de Resolucion

Una vez confirmada la isostaticidad de la estructura, se procede al
calculo de los esfuerzos axiales. Existen dos métodos analiticos principales
y un método grafico histérico que siguen siendo la base de la formacién

académica y profesional en ingenieria estructural.

El Método de los Nudos

El método de los nudos se fundamenta en el equilibrio de cada
articulacion de la estructura considerada como un sélido libre. Dado que las
fuerzas en una armadura son concurrentes en los nudos, el equilibrio en

cada uno de ellos se reduce a un sistema de ecuaciones de traslacion

(Hibbeler, 2010).

El procedimiento estandar implica calcular primero las reacciones en
los apoyos mediante el equilibrio global de la armadura. Posteriormente, se

selecciona un nudo que no tenga mas de dos incognitas (fuerzas de barras

desconocidas). Al aplicar 2 F =0 y 2. F, =0 en dicho nudo, se
obtienen los valores de los esfuerzos en las barras concurrentes. Este
proceso se repite secuencialmente de nudo en nudo hasta resolver toda la
estructura. Una herramienta de gran utilidad en este método es la notacion
de Bow, que asigna letras a los espacios entre fuerzas y barras para facilitar

el seguimiento visual y analitico del calculo (Cervera & Blanco, 2002).
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El Método de las Secciones o de Ritter

Cuando solo se requiere conocer el esfuerzo en unas pocas barras
especificas, el método de los nudos resulta tedioso. En estos casos, el
método de Ritter permite "cortar” la estructura en dos porciones mediante
una seccion imaginaria que atraviese las barras de interés. Para que la
porcion aislada sea estaticamente determinada, la seccion no debe cortar

mas de tres barras cuyas fuerzas sean desconocidas (Hibbeler, 2010).

Al aplicar las tres ecuaciones de equilibrio

(Z Fo 2 Fy > M = lF]') a una de las partes de la armadura, se pueden
despejar los esfuerzos internos. Una técnica comun consiste en tomar
momentos respecto al punto de interseccion de dos de las barras cortadas,
lo que permite hallar directamente el esfuerzo en la tercera barra. Este
método es extremadamente potente para la verificacion rapida de secciones

criticas en puentes y grandes cubiertas.

El método de Henneberg para estructuras complejas

b4+ r=2n

Existen estructuras que cumplen la condicién, pero que
no pueden resolverse nudo a nudo ni mediante cortes simples de Ritter
debido a su compleja geometria interna. Para estas "estructuras complejas",
se utiliza el método de Henneberg, que consiste en sustituir una barra de la
armadura por otra en una posicion diferente que permita la resolucion por
métodos simples. Mediante la aplicacion del principio de superposicion y
el andlisis de la estructura bajo las cargas reales y una carga unidad ficticia,
se determina el esfuerzo real en la barra original. Este método demuestra
que la isostaticidad es una propiedad topoldgica que va mas alla de la

simple adicidn de tridngulos.
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Tipologias de Armaduras de Puentes: Evolucion y
Eficiencia

La disposicion de las barras internas en una armadura define su
tipologia y determina la eficiencia con la que el material resiste las cargas.
Las configuraciones mas comunes han evolucionado para aprovechar las

propiedades especificas de materiales como la madera y el acero.

Armaduras Pratt y Howe: La Dualidad Tension-Compresion

Las armaduras Pratt y Howe son visualmente similares pero
mecanicamente opuestas. En la armadura Pratt (1844), las diagonales se
inclinan hacia el centro del vano, lo que provoca que, bajo cargas
gravitatorias, las diagonales trabajen a traccion y los montantes verticales a
compresion. Esto es ideal para el acero, ya que los elementos mas largos
(diagonales) son inmunes al pandeo cuando estan en tensiéon (Meriam y

Kraige, 2014).

Por el contrario, en la armadura Howe, las diagonales trabajan a
compresion y los montantes a traccion. Esta configuracion fue la preferida
en la era de los puentes de madera, donde era mas sencillo fabricar uniones
que resistieran la compresion simple entre los extremos de las vigas que

disefar anclajes de traccion complejos (ver Tabla 9).

Tabla 9: Caracteristica de armaduras Pratt y Howe

Caracteristica Pratt Truss Howe Truss
Orientacion Diagonal Hacia el centro (forma de V) | Hacia los apoyos (forma de
A)
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Esfuerzo en Diagonales Traccion (predominante) Compresion
(predominante)
Material Preferente A ) 1RHEE il e
Eficiencia Alta en luces medias (hasta | Alta para materiales fuertes
75 m) en compresion

Armadura Warren: Simplicidad y Versatilidad

La armadura Warren se caracteriza por sus diagonales que forman
triangulos equilateros o isdsceles, eliminando en muchos casos los
montantes verticales. En este sistema, las diagonales alternan
sucesivamente esfuerzos de traccion y compresion a medida que se avanza
por el vano. Su principal ventaja es la simplicidad de fabricacion, ya que
utiliza menos miembros y nudos que las Pratt o Howe, lo que reduce los
costos de mano de obra y mantenimiento. Es la tipologia estandar para
puentes ferroviarios de luces moderadas y para las vigas de celosia de los

edificios industriales modernos (Hibbeler, 2010).

Armaduras para Grandes Luces: Baltimore, K y Parker
Cuando la luz del puente supera los 100 metros, las armaduras
simples pueden sufrir problemas de inestabilidad lateral o pandeo en sus

barras de compresion debido a su gran longitud.

e Armadura Baltimore: Es una version subdividida de la Pratt que
incorpora montantes y diagonales auxiliares para reducir la longitud

efectiva de las barras principales. Esto permite manejar cargas pesadas
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concentradas, tipicas del trafico ferroviario, con mayor estabilidad.

e Armadura K: Utiliza una disposicion donde las diagonales se conectan
en el centro de los montantes verticales, formando una figura similar a
la letra "K". Este disefio es excepcional para resistir esfuerzos cortantes
y reducir el pandeo de los montantes, siendo muy comun en puentes
de gran envergadura y torres de grua.

e Armadura Parker: Es una variante de la Pratt con un cordén superior
curvo o poligonal. Al variar el peralte de la armadura segun el
diagrama de momentos flectores, se optimiza el uso del material,
haciendo que los esfuerzos en los cordones sean mas uniformes a lo

largo del puente.

Estructuras Articuladas en Edificacion y Techumbres
En el &mbito de la arquitectura, las estructuras articuladas isostaticas
permiten cubrir grandes espacios didfanos como gimnasios, hangares y

almacenes.

Armadura Fink: El Estandar de las Cubiertas

La armadura Fink es, posiblemente, la tipologia mas utilizada para
techos de viviendas y edificios comerciales con pendientes pronunciadas.
Su diseno se basa en una serie de tridngulos internos que subdividen los
cordones superiores en tramos cortos, lo que minimiza el riesgo de pandeo
bajo cargas de nieve o viento. Su economia radica en que la mayoria de sus
barras internas trabajan a traccion, permitiendo el uso de perfiles metalicos

muy ligeros (Meriam y Kraige, 2014).

Otras Configuraciones de Techo

e KingPosty Queen Post: Son las formas mas elementales de armadura,
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utilizadas para luces cortas (hasta 8-10 metros). El King Post utiliza un
solo montante central, mientras que el Queen Post emplea dos, creando
un espacio rectangular central que puede ser util para ventilacion o
buhardillas.

e Saw-tooth (Diente de Sierra): Utilizada tradicionalmente en naves
industriales, esta armadura asimétrica permite la instalacion de
ventanales en la cara mas vertical (orientada al norte) para maximizar
la iluminacién natural sin ganancia térmica excesiva por radiacion solar
directa.

e Tijera (Scissor Truss): Disefiada para proporcionar un techo inclinado
en el interior del edificio, permitiendo una mayor altura libre central

sin necesidad de vigas de gran canto.

Comparativa Técnica: Sistemas Isostaticos frente a
Hiperestaticos

La eleccion de una estructura isostatica no es fortuita; responde a
criterios de disefio que priorizan la adaptabilidad ante agentes externos y la

claridad en la distribucion de esfuerzos.

Respuesta ante Variaciones Térmicas y Asentamientos

Una de las ventajas mas criticas de las estructuras isostaticas es su
insensibilidad a las deformaciones impuestas. En una armadura
hiperestatica, si un apoyo se asienta unos milimetros o si el sol calienta un
lado de la estructura mas que el otro, la restriccion de movimiento provoca
la aparicion de enormes tensiones internas que pueden superar las
tensiones de disefio por carga viva (Cervera & Blanco, 2002). En una

estructura isostatica, estos fenomenos simplemente provocan un cambio en
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la geometria del sistema (rotacion o desplazamiento como solido rigido) sin
inducir esfuerzos adicionales en las barras. Por esta razon, los puentes de
tramos isostaticos (como las vigas Gerber) son la solucion preferida en
terrenos de cimentacion incierta o en climas con gradientes térmicos

extremos.

Redundancia y Seguridad Estructural

El talon de Aquiles de la isostaticidad es la falta de redundancia. En
un sistema isostatico, no existe una "segunda linea de defensa". S5i una barra
critica (como el cordon inferior de un puente) falla debido a corrosidn,
impacto o fatiga, la estructura pierde su equilibrio estatico y colapsa de
forma subita. Las estructuras hiperestaticas, al poseer vinculos
superabundantes, pueden redistribuir las cargas hacia otros elementos en
caso de fallo local, proporcionando un tiempo vital para la evacuacién o la
reparacion. Esta caracteristica, conocida como robustez estructural, es la
razéon por la que muchos céddigos modernos exigen cierto grado de
hiperestaticidad en edificios de gran concurrencia publica (Sdnchez et al.,

2020).

Tabla 10: Estructuras Isostaticas e Hiperestaticas

Parametro

Isostatica

Hiperestatica

Complejidad de Analisis

Baja (solo estatica)

Alta (estatica + elasticidad)

Sensibilidad a Apoyos

Inmune a esfuerzos por

asentamientos

Muy  sensible;

esfuerzos internos 8

genera
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Efectos Térmicos

Dilatacion libre sin tension

Restriccion genera tensiones

térmicas

Seguridad ante Fallo

Critica; sin redundancia

Alta; posee reserva de

seguridad

Costo Material

Generalmente mayor por

Menor; permite secciones

. mas esbeltas
secciones robustas

Aplicaciones Especiales: Grtias y Maquinaria de
Elevacion
Las estructuras articuladas isostaticas son el estandar en la

fabricacion de gruas torre, grias portico y sistemas de elevacion industrial.

Gruas Torre y de Celosia

La pluma y la torre de una grua estan disefiadas como armaduras
espaciales isostaticas. Esta eleccion permite maximizar la capacidad de
carga en el extremo de la pluma minimizando el peso propio de la
estructura. El disefio de celosia ofrece ademds una superficie minima de
resistencia al viento, factor crucial para evitar el vuelco de la graa en
condiciones climaticas adversas. Al ser isostaticas, el montaje y desmontaje
de los tramos modulares no inducen tensiones residuales, garantizando que
la griia se comporte exactamente como predice el modelo matematico tras

cada configuracion.

74




Gruas Portico para Construccidon de Puentes

En la construccion de viaductos, se utilizan gruas portico con vigas
de celosia isostaticas para lanzar las dovelas o vigas prefabricadas. Estos
sistemas suelen ser isostaticos para adaptarse a las ligeras variaciones de
nivel de las pilas del puente ya construidas sin que la maquinaria sufra
deformaciones permanentes o tensiones excesivas en sus uniones soldadas

o atornilladas.

Perspectiva de Diseno: Del Célculo Manual a la Era
Digital

Histdricamente, la isostaticidad era una necesidad impuesta por las
limitaciones de calculo. Ingenieros como Eiffel o Roebling proyectaban
sistemas isostaticos porque eran los tinicos que podian resolverse con
precision mediante reglas de célculo y métodos graficos como el de

Cremona.

Hoy en dia, el uso de software de Andlisis de Elementos Finitos (FEA)
ha eliminado la barrera del cdlculo manual, permitiendo resolver
estructuras con miles de grados de hiperestaticidad en segundos. Sin
embargo, la isostaticidad sigue siendo una opcioén de disefio deliberada y
sabia. Proyectar una estructura isostatica es una forma de control de
calidad: permite al ingeniero saber exactamente como fluyen las cargas a
través de cada barra, facilitando la inspeccién y el mantenimiento. Un
cambio inesperado en el comportamiento de una barra isostatica es una
sefial inequivoca de dano estructural, mientras que en un sistema
hiperestatico, el dafio puede quedar oculto por la redistribucion de

esfuerzos hasta que sea demasiado tarde (Sanchez et al., 2020).
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Las estructuras articuladas isostaticas representan el equilibrio
perfecto entre simplicidad conceptual y eficiencia mecanica. A través de la
correcta aplicacion de los principios de la estatica y una comprension
profunda de las tipologias estructurales (Pratt, Howe, Warren, Fink, entre
otras), el ingeniero puede disefiar soluciones que no solo salvan luces
impresionantes con un consumo minimo de material, sino que también
ofrecen una durabilidad excepcional frente a factores ambientales como la

temperatura y el movimiento de los apoyos.

La isostaticidad no debe verse como una limitacién del pasado, sino
como una herramienta de precision. En un mundo donde la sostenibilidad
y la eficiencia de recursos son primordiales, la capacidad de las armaduras
para trabajar en estados de esfuerzo puro (traccion o compresion) sigue
siendo inigualable. El futuro de estos sistemas reside en la integracion de
nuevos materiales y en la optimizacidn topoldgica asistida por
computadora, que permitird crear armaduras isostaticas aun mas ligeras y
resistentes, manteniendo siempre la claridad y seguridad que solo el

equilibrio estricto puede proporcionar.
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Capitulo V

Analisis técnico-cientifico de los principios
de trabajo y energia en el disefio de
estructuras isostaticas y su integracion en la

normativa peruana

La ingenieria estructural contemporanea se fundamenta en la
capacidad de predecir con precisiéon el comportamiento cinemadtico y
tensional de los sistemas bajo diversas solicitaciones. Dentro de este vasto
campo, los principios de trabajo y energia representan una de las
herramientas mas elegantes y versatiles para el analisis de estructuras
estaticamente determinadas, permitiendo a los proyectistas calcular
desplazamientos y rotaciones que los métodos puramente geométricos
abordarian con mayor dificultad. Estos principios no solo constituyen una
base tedrica solida, sino que se integran directamente en las exigencias de
servicio del Reglamento Nacional de Edificaciones (RNE) del Pert,
especificamente en las normas E.020, E.060 y E.090, donde el control de
deflexiones es un requisito imperativo para garantizar la funcionalidad y

durabilidad de las obras.

Fundamentos termodinamicos y la ley de conservacion
de la energia estructural
El estudio de los métodos energéticos en estructuras se deriva de la

primera ley de la termodindmica, aplicada a cuerpos deformables en el
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rango eldstico. En un sistema cerrado y en equilibrio, el trabajo externo
W

rt) realizado por un conjunto de fuerzas aplicadas gradualmente sobre

una estructura se transforma integramente en energia interna de

deformacion (lr*JT ), siempre que el proceso sea isotérmico y cuasiestatico. Esta
equivalencia es la piedra angular que permite relacionar cargas externas con

deformaciones internas (Cequeira, 2019).

Cuando una fuerza P se aplica a una estructura de manera gradual,
partiendo desde un valor cero hasta su magnitud final, el trabajo realizado
es igual al drea bajo la curva carga-desplazamiento. Para materiales que
siguen la ley de Hooke, esta relacion es lineal, lo que resulta en la expresion
clasica W= %P A . Es crucial distinguir este escenario del trabajo
realizado por una fuerza que ya estaba actuando a su maxima magnitud
mientras ocurre un desplazamiento adicional causado por otra carga; en
este ultimo caso, el trabajo es simplemente el producto de la fuerza por el

desplazamiento, representado geométricamente por un rectangulo en lugar

de un tridangulo.

La energia interna de deformacion, por su parte, es el sumatorio de
la energia almacenada en cada diferencial de volumen de la estructura
debido a los esfuerzos internos de flexion, traccion, compresion, cortante y
torsion. En estructuras isostdticas como vigas simples, porticos basicos y
armaduras, estos esfuerzos internos pueden determinarse exclusivamente
mediante las ecuaciones de equilibrio estatico, lo que facilita enormemente
el calculo de la energia total sin necesidad de conocer previamente las

deformaciones (ver Tabla 11).
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Tabla 11: Energia de deformacioén segtn componentes de esfuerzo

Componente de Esfuerzo

Energia de Deformacion
((8))

Variables de Rigidez vy

Geometria

. U, = v
Serggl el (Neel) ¢ Fuerza axial (:‘ilf ), Rigidez
axial (E-‘r 14)
Flexiéon (M Uy = M
St (M) Momento flector ( )
Rigidez a flexion (E-‘r l)
Esf Cortant U, = Vv
stuerzo Lortante Cortante ( ¥ ), Factor de
forma (), Rigidez a corte
@4
Lrt -

Torsion (Torque)

Momento torsor ( T )

Rigidez torsional (G“'Ji )

En la préctica peruana, la flexion suele ser el mecanismo dominante

de almacenamiento de energia en vigas y porticos, mientras que en

armaduras metalicas o de madera, la energia axial es el factor determinante.

El analista debe evaluar si los efectos de cortante son despreciables, lo cual

suele ser aceptable en elementos esbeltos donde la longitud es

significativamente mayor que el peralte de la seccion.
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El principio del trabajo virtual y el método de la carga
unitaria

El principio del trabajo virtual (PTV) es quiza la técnica mas potente
derivada de los conceptos energéticos para el calculo de deflexiones
elasticas en cualquier direccion y rotaciones en cualquier seccion de una
estructura. Este método se basa en la aplicacion de un sistema virtual de
fuerzas en equilibrio sobre una estructura que experimenta un conjunto real

de desplazamientos compatibles.

A

Para determinar un desplazamiento especifico

=1

, se aplica una carga

unitaria virtual (JFJ| virtual ) en el punto y direccion deseados. El trabajo

externo realizado por esta carga unitaria sobre el desplazamiento real es

L .ﬁ.' Segun el principio de conservacion, este trabajo debe igualarse al
trabajo interno realizado por los esfuerzos virtuales (causados por la carga
unitaria) actuando a través de las deformaciones reales (causadas por las
cargas externas). La formulacion general resultante para una estructura

sometida a multiples tramos y esfuerzos es:

l-ﬁ—Z/ﬁ;Tdm—F Z/%dm—l—z:/zvjdm

Donde las variables en mayusculas representan el "Estado Real"
(cargas aplicadas a la estructura) y las mintisculas el "Estado Virtual" (carga

unitaria aplicada en la direccion del desplazamiento buscado). Para el

calculo de giros o rotaciones (H), se aplica un momento unitario virtual en

lugar de una fuerza, manteniendo la misma ldgica analitica.
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En el contexto de la educacion superior en ingenieria civil en el Perq,
como en la Universidad Nacional de Ingenieria (UNI) o la Pontificia
Universidad Catdlica del Perti (PUCP), este método es fundamental por su
capacidad para manejar deformaciones no mecanicas. Por ejemplo, si un
apoyo en una viga isostatica experimenta un asentamiento, el trabajo virtual
externo se ajusta para incluir el producto de la reaccién virtual por dicho
asentamiento, permitiendo calcular el desplazamiento en cualquier otro

punto de la viga sin recurrir a complejas construcciones geométricas.

Pasos metodologicos para la aplicacion en vigas y porticos

isostaticos
El procedimiento sistematico para el calculo de deflexiones mediante
el trabajo virtual en el diseno estructural peruano sigue una serie de etapas

criticas que garantizan la precision del resultado:

1. Analisis del Sistema Real (Estado 0): Se determinan las reacciones y las
leyes de esfuerzos internos (especialmente el momento flector) de la
estructura bajo las cargas reales especificadas por la norma E.020.

2. Andlisis del Sistema Virtual (Estado I): Se eliminan todas las cargas

reales y se aplica una carga unitaria (adimensional o de 1 kN/ton) en el
punto donde se desea hallar la deflexion. Se obtienen las leyes de

esfuerzos internos virtuales ("").

3. Definicion de Intervalos de Integracion: Es imperativo que la estructura

se divida en los mismos tramos para ambos estados. Cada corte o

seccion debe mantener el mismo origen de coordenadas () para
asegurar la compatibilidad de las funciones dentro de la integral.

4. Evaluacion de la Integral: Se aplica la férmula del trabajo virtual

81



sumando las contribuciones de cada tramo. Si el resultado es positivo,
el desplazamiento ocurre en el mismo sentido que la carga unitaria
aplicada; si es negativo, el sentido es opuesto.

5. Conversion de Unidades: Dado que en el Pera se utilizan
frecuentemente unidades de kilogramos, toneladas y metros, se debe

prestar especial atencion a la consistencia dimensional, especialmente

1/EI (1/EA

al multiplicar el resultado por

Este método no se limita a estructuras lineales simples; su aplicacion
en porticos isostdticos permite capturar el efecto combinado de los
desplazamientos horizontales y verticales, algo vital para verificar la

estabilidad de naves industriales metdlicas disefiadas bajo la norma E.090.

Teoremas de Castigliano: Derivacion parcial de la
energia

Alberto Castigliano proporcion6 en 1876 una alternativa analitica
basada en el calculo diferencial que resulta sumamente eficiente para ciertos
tipos de estructuras determinadas. Sus teoremas se enfocan en la energia

interna de deformacion total de la estructura.

El primer teorema de Castigliano se utiliza para hallar fuerzas, pero
es el segundo teorema el que tiene una aplicacion directa y constante en el
calculo de desplazamientos en estructuras determinadas. Este establece que
la deflexion de una estructura en el punto de aplicacion y en la direccidon de
una carga es igual a la primera derivada parcial de la energia de

deformacidn total respecto a dicha carga (Beer et al., 2013).

Matematicamente, para una fuerza P:
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ou

&p—@

Para un momento * (buscando una rotacién IE"'):

9 ou
M= a3 r
oM
En estructuras isostaticas sometidas a flexion, la expresion se

simplifica al derivar dentro de la integral:

M oM
ﬁ‘f(ﬁ'ﬁ)‘”

Esta formulacidon es equivalente al método de la carga unitaria,

daM
donde el término dF cumple la misma funcién que el momento virtua

1 m
La gran ventaja de Castigliano surge cuando se busca el desplazamiento en
un punto donde ya existe una carga aplicada, permitiendo operar con

variables algebraicas antes de sustituir los valores numéricos finales (West,

1984). Si el punto de interés no posee una carga, el ingeniero introduce una

carga ficticia Py , realiza la derivacion parcial y finalmente iguala Py a cero.
Este "método de la carga ficticia" es una practica comun en los cursos de
Analisis Estructural en universidades peruanas para resolver problemas de
vigas con cargas distribuidas complejas donde el método de la carga

unitaria podria requerir mas pasos manuales.

83



Propiedades de los materiales y rigidez estructural en el
contexto peruano

La precision de cualquier método energético depende criticamente

I

de los parametros de rigidez E (mdédulo de elasticidad), A (area) e
(momento de inercia). En el Pert1, estos valores estan estandarizados por el

Reglamento Nacional de Edificaciones y las normas ASTM adoptadas.

El moédulo de elasticidad del concreto (E“ ) es una variable dinamica
; L]
que depende de la resistencia a la compresion f €. Segtin la Norma E.060,

— ! e
para concreto de peso normal, se estima como Ec = 15,000v/ f'c o

f . . .
kg, €M’ Es fundamental recordar que el concreto alcanza su resistencia de
q
disefio tipicamente a los 28 dias, por lo que el cdlculo de deflexiones
inmediatas debe considerar el estado de madurez del material si se evaltian

cargas de construccion (ver Tabla 12).

Tabla 12: Propiedades de los materiales y rigidez estructural en el

contexto peruano

Material Moédulo de | Coeficiente de | Peso Unitario
Elasticidad (E) Poisson (v) Tipico

Concreto Armado | 15, 0004/7" 0.15 - 240( kg /m
kg/cm

Acero Estructural 2’000, 00 kg/ cm

0.3( 785 kg /m
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Albanileria Solida Variable segn 0.2 180C kg/ m
unidad

. : 0.3¢ :

Aluminio 700,000 kg/em 275(kg/m

En el diseno de estructuras metalicas bajo la Norma E.090, se utilizan
aceros certificados como el ASTM A36 o A572 Grado 50. El médulo de
elasticidad del acero es mucho mas predecible que el del concreto,

200,000 \pp, (2 x 10°%kg/em’

situdndose en ). Esta alta rigidez en
comparacion con su peso permite disefiar estructuras esbeltas, pero
también hace que el control de deflexiones sea el estado limite que a

menudo gobierna el diseno de vigas de grandes luces en centros

comerciales o naves industriales.

Ademas de la rigidez axial y a flexién, el coeficiente de Poisson (¥')
es necesario para calcular la rigidez al corte (*"), donde 2(1+v)  Para

= 0.15

! . . ~
el concreto, se suele adoptar un valor de I para fines de disefio de

elementos estructurales comunes en el Pert.

Limites de deflexion y estados limite de servicio en el
RNE

El disefio estructural no concluye con garantizar que la estructura no
se rompa (Resistencia); debe asegurar que la estructura sea ttil y no genere
desconfianza o danos en elementos no estructurales (Servicio). Los métodos

energéticos son la herramienta estdndar para verificar estos limites de
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servicio impuestos por el Reglamento Nacional de Edificaciones (Beer et al.,

2013).

Limites en concreto armado (E.060)
La Norma E.060 es particularmente estricta en el control de
deflexiones para evitar el agrietamiento excesivo que podria comprometer

la durabilidad del refuerzo. Los limites se definen en funcién de la luz libre

L del elemento.

e Deflexién inmediata por carga viva (L ): Para techos planos que no

L/180

soportan elementos fragiles, el limite es . Para pisos comunes, se
reduce para asegurar el confort de los ocupantes.
e Deflexion total a largo plazo: Incluye la deflexion inmediata mas las

flechas diferidas por flujo plastico y contraccién. Si la estructura

soporta tabiqueria fragil (como ladrillos de arcilla en edificios

L/480

multifamiliares en Lima), el limite mds riguroso es

e Control de fisuracion: Para limitar el ancho de las grietas en vigas y
losas, se debe verificar el pardmetro Z = fsv/d. A‘-”-‘, el cual no debe

exceder los 20 kN/mm para condiciones de exposicion normales.

Limites en estructuras metalicas (E.090)

La Norma E.090 no establece una tabla Unica de deflexiones,
remitiendo a menudo a la E.020 o0 a recomendaciones internacionales como
las del AISC 360. Sin embargo, en la préctica peruana, se adoptan criterios

funcionales claros:

L/360

e Vigas de piso: Comunmente limitadas a para carga viva y
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L/240

para carga total.

L/180

e Vigas de techo con cobertura liviana: El limite puede relajarse
pero se debe tener especial cuidado con la acumulacion de agua
(poceamiento) si la pendiente es menor al 3%.

e Puentes Grua: Las vigas carrileras tienen limites mucho mads estrictos

(a menudo) debido a las tolerancias mecanicas de los equipos de izaje.

Es fundamental que el ingeniero considere el efecto del impacto en
estructuras industriales. Segtin la E.020, las cargas vivas moviles deben
incrementarse significativamente: un 100% para apoyos de ascensores, un
25% para tecles eléctricos y un 20% para maquinaria liviana. Estos
incrementos aumentan la energia externa aplicada y, por ende, la deflexion

calculada por el método de la carga unitaria.

Reciprocidad de Maxwell-Betti y su importancia en la
simetria estructural
Un concepto avanzado derivado de los principios de energia es el

teorema de reciprocidad de Betti, que establece que el trabajo realizado por
un sistema de cargas Py durante los desplazamientos producidos por un

sistema Py es igual al trabajo de Py durante los desplazamientos

P

producidos por © *.

Una aplicacion simplificada es el teorema de Maxwell, que indica

que el desplazamiento en el punto A debido a una carga unitaria en B es

A

igual al desplazamiento en B gebido a una carga unitaria en *~. Aunque

esto parezca una curiosidad tedrica, es la base de la simetria de las matrices
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de rigidez en el software de andlisis estructural. Para el ingeniero que
realiza verificaciones manuales en estructuras isostaticas, este teorema
permite reutilizar calculos de deflexiones en puntos simétricos, ahorrando
tiempo y reduciendo errores en la integracion de las funciones de momento

(Mittelstedt, 2021).

Integracion con el método de los elementos finitos y
software moderno

En la era actual, los ingenieros estructurales en el Pert utilizan
herramientas como SAP2000, ETABS, SAFE y CSiBridge para modelar
infraestructuras complejas. Todos estos programas operan bajo el Método
de los Elementos Finitos (MEF), que es una extensién matricial de los

principios energéticos.

El MEF discretiza la estructura continua en elementos pequenos.
Para cada elemento, se definen funciones de forma que interpolan los
desplazamientos. La matriz de rigidez del elemento se obtiene
minimizando la energia potencial total, un principio variacional que busca
el estado de equilibrio mas estable. La relacion fundamental F=K-u no

es mas que una expresion masiva de los teoremas de Castigliano aplicados

a miles de grados de libertad simultaneamente (West, 1984).
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Tabla 13: Manejo de energia segin el software a emplear

Software Enfoque Principal Conexion con Métodos
Energéticos
- Resolucién de  sistemas
SAP2000 Proposito general (Puentes,
naves industriales, tanques) mediante MEF basado en
energia potencial minima.
ETABS Edificaciones verticales de | OPfimizacion S il
concreto y acero lateral y control de derivas
(energia sismica).
SAFE Cimentaciones y losas de suellels e dosen
concreto punzonamiento mediante
integracion de energia en
placas.
CSiBridge Puentes e infraestructura EIGECIEN 6E UM EG

vial

influencia y energia por

cargas moviles.

La diferencia en como estos programas manejan la energia se observa

en detalles operativos. Por ejemplo, SAP2000 y ETABS pueden arrojar

resultados ligeramente distintos en el peso estructural y las deflexiones

debido a coémo discretizan las uniones viga-columna y como distribuyen la

energia de las cargas gravitacionales en los nudos. El ingeniero moderno

debe entender que el software que ejecuta los principios de trabajo virtual

de forma masiva, y la validacion de esos resultados a menudo se hace
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mediante calculos manuales simplificados usando carga unitaria en

secciones criticas (ver Tabla 13).

Dinamica, sismo y disipacion de energia

Aunque el andlisis de estructuras determinadas se centra usualmente
en el equilibrio estatico, el concepto de energia es la clave para el disefio
sismorresistente en el Perti, un pais con altisima actividad sismica. La
Norma E.030 se basa en la capacidad de la estructura para absorber y

disipar la energia cinética introducida por el movimiento del suelo.

Cuando un sismo golpea una estructura, esta almacena energia
elastica hasta que alcanza su limite de fluencia. A partir de ahi, la energia
debe disiparse a través de la formacién de rotulas plasticas (trabajo
inelastico). La ductilidad es la propiedad que permite este proceso sin que
la estructura colapse. En estructuras metdlicas (E.090), se busca que los
perfiles tengan una elongacion adecuada para "fluir" y consumir la energia
sismica. En concreto armado (E.060), se disefian vigas con refuerzo
transversal confinado para que puedan girar plasticamente en los extremos,
disipando energia mientras las columnas permanecen esencialmente

elasticas para sostener el peso del edificio (Criterio Columna Fuerte - Viga

Débil).

Los disipadores de energia y aisladores sismicos, tecnologias cada
vez mas comunes en hospitales y edificios esenciales en Lima, son
dispositivos disefiados especificamente para concentrar el trabajo de
deformacion fuera de los elementos estructurales principales, protegiendo

asi la integridad global de la edificacion (Aguiar et al., 2016).
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Aplicacion practica: Analisis de deflexion en una
armadura Warren isostatica

Considérese una armadura isostatica de acero para un techo

20

industrial en el Callao, con una luz de “* metros. Se requiere calcular el
desplazamiento vertical en el centro de la cuerda inferior bajo la carga de

granizo y mantenimiento (kPa segtin E.020 para techos inclinados).

1. Calculo de Fuerzas Reales (N ): Utilizando el método de los nudos, se
determinan las fuerzas de traccion y compresion en cada una de las

barras de la armadura debido a las cargas de servicio gravitacionales.

2. Célculo de Fuerzas Virtuales ("*): Se aplica una carga descendente de 1

kN en el nudo central inferior. Se recalculan las fuerzas internas en
todas las barras bajo esta tinica carga.

3. Evaluacién Energética: Se utiliza la sumatoria de energia axial:

A

su seccion transversal y E el

2 x 10%%g/em?® )

Donde L es la longitud de cada barra,

modulo de elasticidad del acero (

L/240

4. Verificacion de Servicio: Si el resultado supera el limite de
L /360 (segun el uso del edificio y la presencia de cielorrasos fragiles),

se procede a redisefiar las secciones. Aumentar el drea A de las barras

con mayores fuerzas virtuales ' es la estrategia mds eficiente

energéticamente para reducir la deflexién global.
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Este enfoque es fundamental para estructuras de grandes luces
donde el peso propio puede ser una fraccion menor de la carga total, y
donde la rigidez (controlada por los métodos energéticos) es el factor

dominante sobre la resistencia del material (Aguiar et al., 2016).

Consideraciones sobre cargas ambientales y térmicas

El ingeniero peruano debe integrar en sus modelos energéticos los
efectos ambientales que el RNE prescribe. La carga de nieve, especialmente
en proyectos mineros en los Andes, no solo aumenta la energia de
deformacion por gravedad, sino que puede causar asimetrias en la carga
(condicion balanceada y desbalanceada segtin Art. 11 de la E.020) que deben

verificarse para evitar fallas locales en correas de techo.

Asimismo, las fuerzas térmicas son criticas en estructuras metalicas
expuestas. Un cambio de temperatura en una viga metdlica de gran
longitud genera un desplazamiento que, de estar restringido, produciria
esfuerzos internos masivos. En estructuras isostaticas, estos movimientos
suelen permitirse mediante apoyos deslizantes, pero el célculo del

desplazamiento térmico es un ejercicio directo de trabajo virtual donde la

u-L-ﬂT'

deformacion real es

Los principios de trabajo y energia no son meras abstracciones
matematicas; representan la esencia del comportamiento fisico de las
estructuras que sostienen la sociedad. En la ingenieria civil del Pert, la
capacidad de dominar estos métodos separa al técnico que aplica formulas
del ingeniero que comprende la respuesta estructural. Desde la validacion

de un complejo modelo en ETABS hasta la verificacion rdpida de una viga
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de concreto en una supervision de obra, los teoremas de Castigliano y la
carga unitaria proporcionan la confianza técnica necesaria para cumplir con
los estandares de seguridad y servicio del Reglamento Nacional de

Edificaciones (West, 1984).

La evolucién hacia una ingenieria mds sostenible también encuentra
apoyo en estos métodos. Al optimizar la rigidez mediante el analisis de
energia de deformacion, se reduce el consumo innecesario de materiales
como el acero y el concreto, disminuyendo la huella de carbono de los
proyectos sin comprometer su integridad. En tltima instancia, el manejo
experto de la energia en el disefio estructural es el camino hacia una
infraestructura mas resiliente, econdmica y duradera para el desarrollo del

pais.
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Capitulo VI

Teoria y Praxis del Método de Equilibrio y
Rigidez en Estructuras Estaticamente

Determinadas

El andlisis de estructuras ha experimentado una transformacion
radical desde los métodos clasicos del siglo XIX hasta la sofisticacion
matricial y computacional del siglo XXI. En el nticleo de esta evolucion se
encuentra el método de rigidez, también conocido como método de
desplazamientos, que se ha consolidado como el estdndar universal para la
resolucion de sistemas estructurales, incluidos los estaticamente
determinados o isostaticos. Aunque tradicionalmente la determinacion
estatica sugeria que el equilibrio era suficiente para obtener los esfuerzos
internos, la aplicacion del método de rigidez en estos sistemas revela una
profundidad mecanica esencial para comprender el comportamiento
elastico, las deformaciones y la estabilidad global de las obras de ingenieria

civil.

Evolucion Historica y el Surgimiento del Paradigma
Matricial

La transicion del andlisis estructural a la rigidez matricial no fue un
evento subito, sino el resultado de décadas de refinamiento en la mecanica
de sdlidos. Antes de la era de la computacion, los ingenieros dependian de

métodos iterativos y de simplificaciones manuales para abordar la
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complejidad de las estructuras (ver Tabla 14). Entre estos, el método de
distribucién de momentos de Hardy Cross, desarrollado entre 1930 y 1932,
permitié resolver marcos hiperestaticos mediante aproximaciones
sucesivas de equilibrio en los nudos, sin que el concepto de matriz de
rigidez fuera explicitamente aparente para el calculista (Blanco et al., 2015).
Otros métodos como los de Kani y Takabeya ampliaron estas capacidades,
permitiendo el tratamiento de desplazamientos laterales y efectos de

segundo orden de manera manual (Akaogi, 2017).

Sin embargo, la aparicion de los computadores digitales entre 1950 y
1960 revitalizo el método de la rigidez en su implementacion matricial. Este
enfoque, que trata los desplazamientos en los nudos (traslaciones y
rotaciones) como las incognitas fundamentales, se adapto perfectamente a
la légica algoritmica de las primeras mdaquinas de computo. En este
contexto, el andlisis de estructuras estaticamente determinadas dejo de ser
una tarea puramente algebraica de resolucion de fuerzas para integrarse en
un sistema unificado donde el desplazamiento es el vehiculo para el

equilibrio (Hughes, 1987).

Tabla 14: Evolucion de teorias de analisis estructural

Hito Historico Periodo Contribucion al Analisis

Estructural

Teoria de la Elastica (Euler- | Siglo XVIII Relacion entre curvatura,

. momento e inercia.
Bernoulli)
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Fundamentos de

Métodos Energéticos | Siglo XIX o

(Castigliano, Maxwell) flexibilidad y teoremas de
reciprocidad.

Método de Hardy Cross 1930-1932 ReEeitEon  iEeuve Ge
momentos en nudos rigidos.

Surgimiento del Analisis | 1950-1960 Implementacion en

Matricial

computadores digitales de

la rigidez.

Desarrollo del Método de
Elementos Finitos (MEF)

1960-Presente

Generalizacion de la rigidez

para medios continuos.

Fundamentos Mecanicos y Relaciones Constitutivas

El andlisis de cualquier estructura, sea isostatica o hiperestatica, se
rige por tres pilares fundamentales que deben cumplirse simultdneamente
en cada punto del sistema. La violacion de cualquiera de estos principios

invalida la solucién estructural.

El Principio de Equilibrio Estatico

El equilibrio constituye la ley fundamental de la estatica y establece
que la suma de fuerzas y momentos actuantes sobre un cuerpo en reposo
debe ser nula. En el contexto estructural, este principio se aplica a la
estructura completa, a cada nudo individual y a cualquier seccién
transversal de las barras. Para una estructura estadticamente determinada,
=0,>F,=0,>M=0

las ecuaciones de equilibrio ( EF r

)

proporcionan un numero de ecuaciones igual al nimero de reacciones y
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esfuerzos internos desconocidos, lo que permite su resolucion sin
considerar las propiedades del material en primera instancia (Moebs et al.,

2021).

La Condicion de Compatibilidad Cinematica

La compatibilidad asegura que la deformacion de la estructura sea
una funcion continua y univoca. Esto implica que las barras conectadas a
un nudo deben experimentar los mismos desplazamientos y rotaciones que
el nudo mismo. En estructuras isostaticas, la compatibilidad se utiliza para
determinar la configuracion deformada una vez conocidos los esfuerzos. El
método de la rigidez invierte este proceso, garantizando la compatibilidad
desde el inicio al definir el campo de desplazamientos como la variable

primaria (Iriarte y Sudrez, 2018).

Leyes de comportamiento del material

Las leyes de comportamiento vinculan las fuerzas con las
deformaciones. El supuesto mds comun en el andlisis estructural es el
régimen eldstico lineal, gobernado por la Ley de Hooke, que establece una

proporcionalidad directa entre la tension y la deformacion unitaria. El
modulo de elasticidad longitudinal (E) y el momento de inercia (J[r ) se

combinan para definir la rigidez flexural (E‘r), mientras que el drea (A)

EA

define la rigidez axial ( ). Esta linealidad permite la aplicacion del
principio de superposicion, esencial para descomponer cargas complejas en

efectos elementales.
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Caracterizacion de la Rigidez y Grados de Libertad

La rigidez se define conceptualmente como la fuerza o par necesario
para producir un desplazamiento o rotacion unitaria en una coordenada
especifica, manteniendo restringidos todos los demas movimientos del

sistema. En el analisis matricial, esta propiedad se cuantifica mediante
coeficientes de rigidez (kii ), donde el subindice 7 indica el grado de libertad

donde se aplica el movimiento unitario e * indica la coordenada donde se

mide la fuerza resultante.

Identificacion de Grados de Libertad (GL)

Los grados de libertad son los parametros independientes que
describen la posicion deformada de los nudos. El numero de GL define la
dimension de la matriz de rigidez global (ver Tabla 15). En estructuras
isostaticas, la identificacion precisa de los GL es vital para capturar
movimientos como el ladeo en marcos o la deflexién en vigas simples

(Aguiar, 2014).

Tabla 15: Dimension de la matriz global segun grados de libertad

Elemento Estructural Grados de Libertad Locales Coordenadas

Representativas

Barra de Armadura 2 por nudo (4 total)

verticales.

Traslaciones horizontales y

Viga (Modelo Euler) 2 por nudo (4 total)

Traslacion vertical

rotacion plana.

y
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Pértico Plano 3 por nudo (6 total)

Ve

Elemento Espacial 6 por nudo (12 total)

3  Traslaciones vy

Rotaciones espaciales.

En estructuras con simetria, es posible reducir el numero de grados
de libertad utilizando apoyos monodeslizantes en el eje de simetria, lo que

simplifica el calculo sin perder precision en la respuesta estructural.

El Método de Rigidez en Estructuras Isostaticas

Aunque una estructura isostatica puede resolverse mediante el
método de las secciones, el método de rigidez ofrece ventajas significativas
cuando se busca conocer las deflexiones o cuando se utiliza un enfoque
computacional unificado. Para un sistema determinado, la matriz de rigidez
no solo facilita la obtencion de esfuerzos, sino que permite verificar los
estados limite de servicio, fundamentales para la funcionalidad de la

estructura (Meriam y Kraige, 2014).

Transformacion de Coordenadas Locales a Globales
Dado que los elementos de una estructura (como las barras de una

armadura) suelen tener diferentes orientaciones, sus matrices de rigidez

<] K]

locales deben transformarse a un sistema de coordenadas global [
mediante una matriz de transformacion $$. La relacidn matematica

fundamental es:
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K=T"-k-T

Este proceso de rotacion asegura que las fuerzas y desplazamientos
de cada barra se sumen coherentemente en los nudos de la estructura. En el
caso de barras inclinadas, la matriz de transformacion incorpora los cosenos
cost, sinf )

directores ( , relacionando la geometria global con el

comportamiento mecdnico intrinseco del material (Quispe, 2015).

Ensamblaje de la Matriz de Rigidez Global

El ensamblaje es el proceso de superposicion de las matrices de
rigidez de cada elemento para formar la matriz maestra de la estructura. En
una estructura isostatica, antes de aplicar las condiciones de apoyo, esta
matriz es singular, lo que indica que la estructura carece de vinculos
externos y puede moverse como un sélido rigido. El equilibrio en los nudos

se expresa comao:
{F} = [K]-{A}

Donde {F} es el vector de fuerzas externas y {A} es el vector de
desplazamientos incognitos. Para estructuras determinadas, la aplicacion
de las condiciones de contorno (eliminacion de filas y columnas asociadas
a desplazamientos nulos) resulta en un sistema de ecuaciones donde los
desplazamientos se obtienen directamente, permitiendo luego la

recuperacion de las reacciones.
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El Principio de Contravarianza y la Dualidad Estatica-
Cinematica

Una de las contribuciones mas profundas del andlisis matricial a la
ingenieria estructural es el principio de contravarianza. Este principio
establece una relacion de dualidad entre la matriz de equilibrio y la matriz

de compatibilidad.

Si se define la matriz de equilibrio A que relaciona los esfuerzos
internos {s} con las cargas externas 1Q} como {Q} = [A]{S}, y la
matriz de compatibilidad $$ que vincula los desplazamientos nodales 1D}
con las deformaciones de barra 1d} como 1d} = 1D} , entonces se cumple

que $ =[A]"T$. En estructuras estaticamente determinadas, la matriz [A] es
cuadrada e invertible, lo que simplifica enormemente la obtencion de la

matriz de rigidez global, la cual puede expresarse como:
(K] = [A] - [Ktocat] - [A]"

Esta relacion demuestra que la topologia de la estructura (definida

por 4] ) v las propiedades mecdnicas de los elementos ( [Kiocal| ) se
sintetizan para determinar la rigidez total del sistema. El principio de los
trabajos virtuales es la base fisica que sustenta esta igualdad matematica,
garantizando que el trabajo realizado por las fuerzas externas sea igual a la

energia de deformacion interna (Blanco et al., 2012).
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Procedimiento Detallado para Vigas y Armaduras Isostaticas
Para resolver una estructura determinada mediante el método de
rigidez, se sigue una secuencia logica que minimiza errores y maximiza la

eficiencia del calculo.

1. Discretizacion: Se divide la estructura en elementos. En vigas, los
nudos se sittian en apoyos, puntos de carga puntual y donde existan
discontinuidades en cargas distribuidas.

2. Identificacion del Sistema Q-D: Se definen los grados de libertad
globales. En una viga isostatica de dos apoyos (uno fijo y otro mévil),
el sistema Q-D incluye generalmente la rotacion en ambos apoyos y la
traslacion horizontal en el apoyo mévil.

3. Calculo de Fuerzas de Empotramiento Perfecto (FEM): Si hay cargas
sobre las barras, se calculan los momentos y reacciones en un estado de
"empotramiento total". Estas fuerzas se trasladan a los nudos con signo

opuesto para formar el vector de cargas nodales equivalentes

(Hibbeler, 2010).

4. Generacion de Matrices Locales: Se calculan las matrices L3 para
cada barra. Para vigas, se consideran términos como 4EI/L y
2EI/L para la flexion.

5. Ensamble y Resolucion: Se construye la matriz K] global y se

resuelve el sistema {A} = [K]"- ({Q} — {R}) , donde {R}

representa el vector de fuerzas de empotramiento.
6. Calculo de Acciones Internas: Con los desplazamientos conocidos, se
aplican las ecuaciones de pendiente-deflexion o la rigidez elemental

para hallar los momentos y cortantes finales en cada barra.
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Andlisis de un Arco Triarticulado

El arco triarticulado es un sistema isostatico emblematico en la
ingenieria civil. A diferencia de una viga simple, el arco genera empujes
horizontales en los apoyos ante cargas verticales debido a su geometria. El
andlisis por el método de rigidez de un arco requiere la discretizacion en
multiples elementos rectos o el uso de una matriz de rigidez para elementos
curvos que integre los efectos axiales y de flexién (Cervera y Blanco, 2002).
La estabilidad del arco depende de que las tres articulaciones (dos en los
apoyos y una en la clave) no sean colineales, condiciéon que se verifica

mediante el analisis cinematico del sistema.

Factores que Afectan la Rigidez: Wilbur y Muto
En el disefio de pdrticos o marcos, la rigidez lateral es una propiedad
critica para la resistencia sismica. El método de Wilbur asigna rigideces

elementales basadas en la condicion de los nudos (articulados o rigidos) y

utiliza el pardmetro P (indice de rotacion) para clasificar la estructura (ver

Tabla 16) (Casal, 1987).

Tabla 16: indice de rotacion segun el tipo de estructura

Valor de @ Clasificacion de la | Comportamiento
Estructura Dominante
p = Estructura de Corte Las deformaciones por corte
predominan sobre la flexion.
P < Estructura de Flexion gl componmmiie
similar al de una viga en
voladizo.
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requiere  analisis
detallado.

001 < p< Zona Indefinida El comportamiento mixto

mas

Estas formulas se fundamentan en la hipdtesis de que los giros en los
nudos de un nivel y de los niveles adyacentes son iguales, facilitando el
calculo de la rigidez lateral sin necesidad de resolver sistemas matriciales
masivos en etapas preliminares del disefio. El método de Muto refina estos
conceptos al considerar factores de correccion por la presencia de vigas de
diferentes inercias, proporcionando una estimacion mas precisa de la

rigidez en edificios reales.

Implementacion Computacional y Uso de Software

El andlisis de estructuras estdticamente determinadas se apoya hoy
en herramientas digitales que implementan el método directo de rigidez
con gran precision. Programas como Ftool, Robot Structural y SAP2000 son

ampliamente reconocidos por su eficacia.

Ftool y el Andlisis Educativo

Ftool es una herramienta fundamental en las facultades de ingenieria
de Perti (como la UNI y la PUCP) para la ensefianza de estructuras
isostaticas. Permite realizar andlisis estaticos de vigas y pdrticos, calculando
reacciones, desplazamientos y diagramas de esfuerzos internos de forma
instantdnea. Su capacidad para modelar cargas triangulares y puntuales
sobre barras inclinadas lo hace ideal para validar calculos manuales
realizados mediante el método de las secciones o el equilibrio de nudos

(Hibbeler, 2010).
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Software Profesional y BIM

En la practica profesional, el software permite abordar estructuras
grandes y complejas que serian inmanejables manualmente. Programas
como SAP2000 y ETABS utilizan el método de rigidez para dimensionar
puentes, presas y edificios, incorporando analisis dindmicos y sismicos. La
integracion con la metodologia BIM (Building Information Modeling) a
través de herramientas como Revit y Tekla permite que el modelo analitico
se sincronice con el modelo fisico, optimizando el ciclo de vida de la
infraestructura desde el disefio hasta la gestion de activos (Porras et al.,

2015).

El Analisis Estructural en la Academia Peruana: El
Legado de la UNI y la PUCP

La formacion de ingenieros civiles en el Pert tiene una tradicion de
rigor analitico que equilibra los métodos manuales con el software
avanzado. El estudio de las estructuras isostaticas es el primer paso critico

en esta trayectoria.

La contribucion de Genaro Delgado Contreras

El Ing. Genaro Delgado Contreras, profesor emérito de la
Universidad Nacional de Ingenieria (UNI), ha sido una figura clave en la
sistematizaciéon de la ensefianza estructural. Sus textos sobre andlisis
estructural y disefio sismorresistente enfatizan que una estructura debe
poseer no solo resistencia, sino también la capacidad de deformarse y
recuperar su forma original (resiliencia), propiedad que €l identifica

intrinsecamente con la rigidez. Sus apuntes sobre armaduras y vigas
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isostaticas ensenan al alumno a visualizar las fuerzas internas como una

respuesta al flujo de energia que recorre la estructura.

El Enfoque en la PUCP y la UPC

En la Pontificia Universidad Catdlica del Pera (PUCP), el curso de
Analisis Estructural I aborda detalladamente los sistemas isostaticos,
incluyendo arcos, cerchas y pdrticos en ménsula. Se fomenta el uso de los
teoremas de Mohr y la ecuacion de la elastica para comprender la
deformacion, antes de pasar a los métodos matriciales en cursos superiores.
Por su parte, la Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas (UPC) alinea su
curriculo con las competencias ABET, enfocandose en la solucion de
problemas complejos mediante un razonamiento cuantitativo que integra el

analisis manual con herramientas digitales desde etapas tempranas.

El método de rigidez se extiende naturalmente para abordar
fendmenos que van mas alla del equilibrio estatico lineal. Incluso en

estructuras isostaticas, estos efectos pueden ser determinantes.

Analisis Dindmico y Matriz de Masa
Para evaluar la respuesta de una estructura ante sismos o

vibraciones, se debe considerar el comportamiento inercial. El método de

[M]

rigidez se complementa con una matriz de masa

]

!. El andlisis modal resultante permite identificar las

y una de

amortiguamiento
frecuencias naturales de vibracién. Si una carga ciclica coincide con una de
estas frecuencias, la estructura puede entrar en resonancia, provocando
desplazamientos excesivos que pondrian en riesgo su estabilidad, aun

cuando las fuerzas estaticas sean moderadas (Razo y Dominguez, 2020).
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Efectos Térmicos y Deformaciones Impuestas

Las variaciones de temperatura y los asentamientos de apoyos
generan deformaciones que en estructuras isostaticas no inducen esfuerzos
internos adicionales, pero si alteran la geometria (Cervera y Blanco, 2002).
El método de rigidez permite cuantificar estos desplazamientos con

precision. Por ejemplo, un aumento de temperatura en una barra de

aATL

longitud L produce un alargamiento , el cual se incorpora al vector
de desplazamientos para obtener la nueva configuracion de equilibrio del

sistema.

El Futuro del Analisis Estructural: Algoritmos y Datos

La ingenieria civil del siglo XXI se sostiene tanto en algoritmos como
en materiales. La transformacion digital ha colocado al software en el
corazén del disenio estructural. El ingeniero moderno ya no es solo un
calculista, sino un analista de datos capaz de gestionar modelos complejos
que simulan el comportamiento estructural ante eventos extremos como

sismos severos o inundaciones.

La inteligencia artificial y el aprendizaje automatico estan
comenzando a integrarse en el andlisis estructural para predecir fallas y
optimizar el mantenimiento preventivo. No obstante, la dependencia
tecnoldgica plantea retos: la adopcidon de software requiere formacion
continua para evitar que la herramienta nuble el juicio profesional. El
dominio de los métodos de equilibrio y rigidez en estructuras estaticamente
determinadas sigue siendo, por tanto, la base indispensable para cualquier
profesional que aspire a liderar proyectos de infraestructura con visién de

futuro.
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En sintesis, el método de equilibrio y rigidez trasciende su funcion
como simple herramienta de calculo para convertirse en un marco filoso6fico
que explica como las estructuras resisten y se adaptan a su entorno. Desde
la simplicidad de una viga isostatica hasta la complejidad de un rascacielos,
los principios de equilibrio, compatibilidad y comportamiento del material
permanecen inalterados, garantizando la seguridad y el progreso de la

sociedad a través de la ingenieria civil.
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Conclusion

Uno de los desafios mas profundos en la ingenieria estructural es la
traduccion de una realidad fisica compleja y continua en un modelo
matematico discreto y manejable. Este proceso de idealizacion requiere
formular suposiciones sobre las propiedades de los materiales, la geometria
de los elementos y la naturaleza de las conexiones. La teoria cldsica del
analisis estructural se apoya en el principio de Saint-Venant, que permite
determinar las tensiones en secciones normales de una pieza a partir de
esfuerzos integrales, ignorando las perturbaciones locales en los puntos de

aplicacion de las cargas o en los apoyos.

En la realidad, las conexiones entre elementos rara vez son
perfectamente articuladas o infinitamente rigidas. Sin embargo, para fines
de andlisis isostatico, se categorizan en modelos ideales que restringen
grados de libertad especificos y generan fuerzas reactivas proporcionales a

dicha restriccion.

La eleccion entre un modelo y otro depende del disefio constructivo.
Por ejemplo, en estructuras de acero, las conexiones de cortante se idealizan
como pasadores, mientras que las uniones soldadas o con placas de
continuidad se tratan como nudos rigidos. En el concreto armado, la
naturaleza monolitica del vaciado suele inducir una rigidez inherente que
acerca el comportamiento a los marcos rigidos, lo cual tiene implicaciones
criticas durante eventos sismicos donde la ductilidad de la conexion es vital

para la disipacion de energia.
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El andlisis estructural convencional se sustenta en dos hipdtesis
simplificadoras: la linealidad elastica del material (Ley de Hooke) y la teoria
de pequenas deformaciones. Estas suposiciones permiten que la geometria
de la estructura se considere invariable bajo carga, facilitando el uso de
ecuaciones de equilibrio sobre la configuracion original (Analisis de Primer
Orden). Si las cargas llevan al material mas alla del limite elastico o
provocan desplazamientos significativos, el principio de superposiciéon deja
de ser valido, requiriendo andlisis no lineales que escapan al ambito de la
estatica elemental pero que son cruciales para evaluar la seguridad ante el

colapso.

Las estructuras estaticamente determinadas se manifiestan en
diversas tipologias que han evolucionado para satisfacer necesidades de
vivienda, movilidad y servicios publicos. Cada sistema presenta una
mecanica de transferencia de carga tinica que define su andlisis y disefio. La
validez del analisis estructural es directamente proporcional a la precision
con la que se estiman las cargas actuantes. Una estructura debe ser funcional,
segura, econdmica y estética. Estas exigencias se traducen en la capacidad

de resistir diversas acciones durante su construccion y vida tutil.

En conclusion, la integridad de una estructura no solo se mide por
su resistencia a la rotura, sino también por su rigidez. Las deformaciones
excesivas pueden invalidar la funcionalidad de un edificio, provocando el
agrietamiento de muros no estructurales, el mal funcionamiento de
ascensores o una percepcion de inseguridad en los ocupantes. En
estructuras isostaticas, el cdlculo de deflexiones es un paso esencial para
verificar que se cumplen los limites de servicio. Métodos como la doble

integracion permiten obtener la ecuaciéon de la eldstica de una viga,
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proporcionando una descripcion completa de la pendiente y el

desplazamiento en cada punto.

Finalmente, una de las afirmaciones mas criticas del analisis de
estructuras estaticamente determinadas es su intrinseca falta de
redundancia. En un sistema isostatico, no existen caminos alternativos para
la carga si un elemento o una union falla. La durabilidad de una estructura
depende de su capacidad para resistir agentes externos a lo largo del tiempo.
Las estructuras isostaticas, al permitir dilataciones libres por temperatura,
suelen presentar menos problemas de agrietamiento por tensiones internas

bloqueadas.

Por ende, su dependencia de un niumero reducido de apoyos exige
un mantenimiento riguroso de los mismos. La inspeccion de materiales, la
realizacion de pruebas de carga y el andlisis de comportamiento ante la
humedad son fases esenciales para asegurar que la capacidad portante no

se degrade por debajo de los limites de disefio.
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