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Introduccion

Las técnicas numéricas constituyen una colecciéon de técnicas
matematicas que convierten problemas en problemas matematicos para
resolverlos mediante métodos aproximados. Mientras que las soluciones
analiticas monoliticas dan un valor exacto, los métodos numéricos permiten
abordar problemas muy complejos que son imposibles de resolver
directamente, especialmente cuando incluyen modelos numéricos con
ecuaciones diferenciales, integrales y sistemas con ecuaciones lineales y no

lineales.

La importancia de los métodos numéricos en la computacion radica en
que permiten soluciones practicas cuando los modelos matematicos son
complejos por naturaleza. En la sociedad tecnologica y cientifica actual, donde
las nuevas tecnologias emergen muy rapidamente, ingenieros, cientificos y
analistas de datos utilizan estas técnicas para realizar simulaciones,
optimizaciones y andlisis de un aspecto central en el desarrollo de nuevas

tecnologias y la comprension de eventos naturales.

El uso de métodos numeéricos se ha vuelto comin a medida que el
poder de computo y el software dedicado han aumentado. Profesionales y
estudiantes han tenido la libertad de explotar estas herramientas para resolver
problemas en areas que van desde la fisica y la ingenieria hasta la economia y
la biologia. Los enfoques computacionales no solo ayudan a resolver
problemas dificiles, sino que también algunos de ellos estan abriendo un
nuevo punto de vista para explorar y visualizar datos que antes no se

consideraban posibles.

Este libro introduce los métodos numeéricos en el contexto de resolver
problemas complejos y acertijos disefiados para ilustrar la riqueza del mundo
numérico. En el curso de estudiar las herramientas GNU Octave y Python,
también obtendremos una vision sobre la implementacion de estos métodos
en la practica, asi como sobre las preguntas de qué herramienta es preferible
para qué tarea. En este sentido, el objetivo de investigacion es ampliar los

objetivos del andlisis numérico con Octave y Python, integrando tanto los



fines académicos y practicos del andlisis numérico como las ventajas y

limitaciones concretas del software y su ecosistema cientifico.

GNU Octave es un lenguaje de alto nivel, destinado principalmente a
calculos numéricos y andlisis de datos. Su sintaxis es similar a la de MATLAB,
lo que facilita relativamente el cambio para los usuarios de MATLAB. Aqui
discutimos algunas técnicas numéricas elementales que se pueden realizar en
GNU Octave, incluyendo la interpolacion y la resolucion de ecuaciones
diferenciales. Al iniciar Octave, los usuarios se encuentran con una interfaz de
linea de comandos interactiva, que les permite ejecutar fragmentos de codigo
(en forma de scripts y funciones) asi como comandos e importar/exportar
datos. Octave también se puede usar para escribir y ver graficos o visualizar

datos, ambos importantes en el analisis numérico.

Python también ha surgido como un lenguaje de programacion
popular para la ciencia de datos y el cdlculo numérico debido a su sintaxis
limpia y la gran cantidad de bibliotecas especializadas. Durante el desarrollo
de este libro, vamos a estudiar algunas bibliotecas influyentes capaces de
trabajar con métodos numéricos en Python con lecciones sobre lo que se

puede hacer con ellas.

Entre GNU Octave y Python serda una cuestién de cudles son los
requisitos del usuario y en qué escenario (campo) se van a aplicar los métodos
numeéricos. GNU Octave es la mejor opcién de programacion rapida, pero si
se necesita flexibilidad y capacidad de integracién, es recomendable usar
Python. Eventualmente, ambas herramientas proporcionan un buen
complemento para la construccién de métodos numeéricos, y la preferencia
también puede depender de las preferencias o familiaridad con el lenguaje de

programacion.

Ambos softwares tienen sus propias ventajas y desventajas. GNU
Octave es excelente para cualquiera que conozca MATLAB y necesite un
entorno de software numérico rapido. Python también es la mejor opcion para
entornos de desarrollo complejos debido a su flexibilidad e integrabilidad.
Basado en la experiencia del usuario, las necesidades del proyecto y el apoyo
de la comunidad, la seleccion del software apropiado sera considerada por los

autores. Los usuarios podran leer tanto las caracteristicas como sus



aplicaciones en Octave y Python para que puedan tomar una decision

informada y maximizar su trabajo en el drea de métodos numéricos.



Capitulo 1

Métodos Numéricos con GNU Octave y Python: Una
Guia Practica para Interpolacion, Integracion y

Resolucion de Ecuaciones

Los métodos numéricos son técnicas matemadticas que permiten
resolver problemas que, en su forma analitica, pueden ser complejos o incluso
imposibles de abordar. Estos métodos son fundamentales en el &mbito de la
ingenieria, la fisica, la economia y muchas otras disciplinas que requieren la

resolucion de ecuaciones, el analisis de datos o la simulacion de fendmenos.

La importancia de los métodos numéricos radica en su capacidad para
proporcionar soluciones aproximadas a problemas matematicos que no
pueden ser resueltos de forma exacta. Asi, en el caso de ecuaciones
diferenciales que modelan fendmenos fisicos, a menudo es imposible
encontrar una solucidon cerrada; en cambio, los métodos numéricos nos
permiten aproximar estas soluciones con un nivel de precision que puede ser

ajustado segun las necesidades del problema en cuestion.

Ademads, el avance de la tecnologia informatica ha facilitado la
implementacion de estos métodos en software especifico, como GNU Octave
y Python. Estos programas permiten a los investigadores y profesionales
aplicar algoritmos numéricos de manera eficiente, optimizando el tiempo de
calculo y aumentando la accesibilidad de herramientas avanzadas para el
andlisis y la simulacion. Los métodos numéricos son una herramienta esencial
en el arsenal de cualquier cientifico o ingeniero, su capacidad para
transformar problemas complejos en soluciones practicas ha revolucionado la
forma en que abordamos el andlisis matematico, y su integracion con potentes

lenguajes de programacion amplia aiin mads sus aplicaciones.

1.1 Métodos de interpolacion

La interpolacion es una técnica fundamental en los métodos numéricos
que se utiliza para estimar valores intermedios de una funcién a partir de un

conjunto de puntos discretos. Su importancia radica en la capacidad de



modelar datos experimentales, realizar predicciones y simplificar el andlisis
de funciones complejas. La interpolacion consiste en encontrar una funcion
que pase a través de un conjunto de puntos conocidos, denominados nodos.
Dicha funcion se utiliza para estimar valores en puntos donde no se dispone
de datos. Existen multiples métodos de interpolacidn, siendo la interpolacion
polinémica uno de los mas comunes (Zota, 2015). Este método utiliza
polinomios para aproximar la funcion, lo que permite obtener valores
intermedios con un grado de precision aceptable, especialmente cuando los

puntos de datos son cercanos entre si.

Las aplicaciones de la interpolacién son diversas y se extienden a
campos como la ingenieria, la economia, la ciencia de datos y la investigacion
cientifica. En efecto, en la ingenieria, la interpolacion se utiliza para calcular
propiedades de materiales a partir de datos experimentales, mientras que en
la ciencia de datos se aplica para suavizar curvas y mejorar la visualizacion de

tendencias en datos.

GNU Octave es un entorno de programacion de alto nivel
especialmente disefiado para el calculo numérico, que ofrece una sintaxis
similar a MATLAB. Para implementar la interpolacion polindmica en GNU
Octave, se puede utilizar la funcién polyfit para ajustar un polinomio a un
conjunto de datos y polyval para evaluar el polinomio en puntos deseados
(Borrell, 2008). Posteriormente, se presenta un ejemplo practico de

interpolacién polindmica en Octave:
octave

% Datos de ejemplo

% Ajuste de un polinomio de grado 2

% Evaluacion del polinomio en nuevos puntos
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x_new = linspace(1, 5, 100);

y_new = polyval(p, x_new);

% Grafica de los resultados

plot(x, y, '0', x_new, y_new, '-);
title('Interpolacién Polinomica en GNU Octave');
xlabel('x");

ylabel('y');

legend('Datos originales', 'Polinomio ajustado’);

grid on;

En este codigo, se definen los puntos de datos, se ajusta un polinomio
de grado 2 a esos datos y se evalta el polinomio en un rango mas amplio de
valores de x para visualizar la interpolacion. Python, junto con la biblioteca
NumPy, ofrece herramientas poderosas para realizar interpolacion
polindmica. La funcion numpy.polyfit permite ajustar un polinomio a un
conjunto de datos, en tanto que numpy.polyval se utiliza para evaluar el
polinomio en puntos especificos. A continuacion, se exhibe un ejemplo de

cdmo realizar la interpolacion polindmica en Python:

python
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
Datos de ejemplo
x =np.array([1, 2, 3, 4, 5])

y =np.array([2.2, 3.8, 5.5, 7.1, 8.3])

11



Ajuste de un polinomio de grado 2

p = np.polyfit(x, y, 2)

Evaluacion del polinomio en nuevos puntos
x_new = np.linspace(1, 5, 100)

y_new = np.polyval(p, x_new)

Grafica de los resultados

plt.plot(x, y, '0', label='Datos originales')
plt.plot(x_new, y_new, '-', label='"Polinomio ajustado’)
plt.title('Interpolacion Polinémica en Python')

plt.xlabel('x")

1

plt.ylabel('y")

plt.legend()

plt.grid()

plt.show()

En este ejemplo, se utilizan las mismas coordenadas de datos que en el
ejemplo de Octave. Se ajusta un polinomio de grado 2 y se visualiza el
resultado utilizando Matplotlib, una biblioteca popular para la creacion de
graficos en Python. A través de estos ejemplos en GNU Octave y Python, se
demuestra la versatilidad y la facilidad de implementacion de los métodos de
interpolacion polindmica en diferentes entornos de programacion, lo cual es

esencial para el andlisis y la modelizacidon de datos en diversas disciplinas.

La integracion numérica se utiliza para aproximar el valor de integrales

definidas, especialmente cuando las funciones a integrar son complejas o no
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tienen una antiderivada explicita. La integracion es esencial en diversas
aplicaciones, desde la fisica y la ingenieria hasta la economia, ya que permite
calcular dreas bajo curvas, voliumenes y otros valores que son dificiles de
obtener de manera analitica. A través de la integracion numérica, podemos
obtener estimaciones precisas de estas areas y volumenes utilizando técnicas

computacionales.

La integracion numérica se basa en dividir el area bajo una curva en
segmentos mds pequenos que son mas faciles de calcular, existen diversas
técnicas para llevar a cabo esta aproximacion, siendo las mas comunes la regla
del trapecio y la regla de Simpson. Ambas técnicas utilizan polinomios para
aproximar la funcién a integrar, permitiendo asi que el calculo del area se

realice de manera mas eficiente en comparacion con los métodos analiticos.

La regla del trapecio consiste en aproximar la funcién mediante lineas
rectas, formando trapecios en lugar de utilizar la curva completa: por otro
lado, la regla de Simpson utiliza pardbolas para realizar la aproximacion, lo
que proporciona una estimacion mas precisa, especialmente cuando la
funciéon es suave y continua (Nakamura, 1992). Ambas técnicas son
ampliamente utilizadas en software como GNU Octave y Python, donde se
pueden implementar de manera sencilla y eficiente. En GNU Octave, la regla
del trapecio se puede implementar de manera sencilla utilizando funciones
integradas. A continuacion, se presenta un ejemplo basico de como aplicar

este método:

octave
% Definimos la funcion a integrar

t = @(x) x.*2; % Ejemplo: f(x) = x"2

a=0; % Limite inferior
b=1; % Limite superior
n =100; % Numero de subintervalos

% Calculo de la integral usando la regla del trapecio

13



x = linspace(a, b, n+1); % Puntos de evaluacion
y = f(x); % Evaluamos la funcién en esos puntos

integral_trapecio = trapz(x, y); % Aplicamos la regla del trapecio

% Mostramos el resultado

disp(['La integral aproximada es: ', num2str(integral_trapecio)]);

En este cddigo, definimos la funcion \( f(x) = x*2 \) y utilizamos la
funcién trapz de Octave para calcular la integral aproximada en el intervalo
\ ([0, 1]\). Al aumentar el nimero de subintervalos n, se mejora la precision
del resultado. En Python, la biblioteca SciPy ofrece una funcién conveniente
para aplicar la regla de Simpson, lo que facilita la integraciéon numérica. En

pos se muestra un ejemplo de como realizar este calculo:

python
import numpy as np

from scipy.integrate import simpson

Definimos la funcién a integrar
def f(x):

return x 2 Ejemplo: f(x) = x"2

a=0 Limite inferior
b=1 Limite superior
n =100 Ntimero de subintervalos, debe ser par

14



Generamos los puntos de evaluacién
x =np.linspace(a, b, n+1)

y = f(Xx) Evaluamos la funcion en esos puntos

J

Calculo de la integral usando la regla de Simpson

integral_simpson = simpson(y, x)

Mostramos el resultado

print(f'La integral aproximada es: {integral_simpson}')

En este ejemplo, definimos la misma funcion \( f(x) = x*2 \) y
utilizamos la funcion simpson de SciPy para calcular la integral en el intervalo
\ ([0, 1]\). Al igual que con la regla del trapecio, se puede mejorar la precision
variando el numero de subintervalos n, que debe ser par para aplicar
correctamente la regla de Simpson. Los métodos de integracion numérica son
herramientas poderosas en el andlisis matematico y la ingenieria. Tanto GNU
Octave como Python ofrecen funciones eficientes para implementar estas
técnicas, lo que permite a los usuarios obtener resultados precisos y realizar

andlisis complejos de manera efectiva.

La resolucion de ecuaciones es una de las tareas fundamentales en el
ambito de las matematicas aplicadas y la ingenieria. A menudo, se enfrentan
a problemas que requieren encontrar las raices de funciones, es decir, los
valores de \ ( x \) que satisfacen la ecuacion \ ( f(x) =0 \). Existen varios tipos
de ecuaciones, que pueden clasificarse en ecuaciones algebraicas,
transcendentes y diferenciales, entre otras. La seleccion del método mas
adecuado para resolver una ecuacion depende de la naturaleza de la funcion,

la cantidad de soluciones esperadas y la precision requerida.

Las ecuaciones algebraicas son aquellas que pueden expresarse en
términos de polinomios, mientras que las ecuaciones transcendentes incluyen

funciones como exponenciales, logaritmos y trigonométricas. Los métodos de

15



resolucion de ecuaciones pueden clasificarse en dos categorias principales:
métodos analiticos y métodos numeéricos. Los métodos analiticos, cuando son
posibles, proporcionan soluciones exactas, pero no siempre se pueden aplicar
a todas las funciones. Por otro lado, los métodos numéricos ofrecen
aproximaciones a estas soluciones y son especialmente ttiles en casos donde

los métodos analiticos fallan o son impracticables.

Algunos de los métodos numéricos mas comunes incluyen el método
de Newton-Raphson, que es un enfoque iterativo que utiliza derivadas para
encontrar raices, y el método de biseccion, que es un método mas simple que
divide el intervalo en el que se busca la raiz. Ambos métodos tienen sus
aplicaciones y ventajas segun el contexto en que se utilicen. El método de
Newton-Raphson es especialmente eficaz para funciones que son
continuamente diferenciables, se basa en la idea de utilizar la tangente a la
curva de la funcién en un punto inicial para aproximar la raiz. La férmula

iterativa es:

donde \( f \) es la funcién y \( f' \) su derivada. En GNU Octave, la

implementacién de este método puede hacerse de la siguiente manera:

octave

16



break;
end
X = X_New;
end

end

Aqui, f es la funcion cuya raiz buscamos, df es la derivada de la funcion,
x0 es la estimacion inicial, tol es la tolerancia para la convergencia y max_iter
es el nimero maximo de iteraciones permitidas. El método de biseccion es un
enfoque mas sencillo y robusto que garantiza la convergencia siempre que la
funcién sea continua en el intervalo considerado y que se tenga un cambio de
signo. Consiste en dividir el intervalo en dos y evaluar en cudal de los
subintervalos se encuentra la raiz. En Python, utilizando la biblioteca NumPy,

podemos implementar este método de la siguiente manera:

python

import numpy as np

def bisection(f, a, b, tol, max_iter):
if f(a) * f(b) >=0:

"

raise ValueError("La funcién debe tener un cambio de signo en el

intervalo [a, b].")

for i in range(max_iter):
c=(a+b)/2
if abs(f(c)) <tolor (b-a) /2 <tol:

return c

17



En este fragmento de codigo, f es la funcion a evaluar, a y b son los
limites del intervalo, tol es la tolerancia y max_iter es el nimero maximo de
iteraciones permitidas. Este método es particularmente util en aplicaciones
donde se requiere un alto grado de certeza en la solucién. Los métodos de
resolucion de ecuaciones son herramientas esenciales en el analisis numérico,
y su implementacion en software como GNU Octave y Python permite a los

usuarios resolver problemas complejos de manera eficiente.

Ademads, el desarrollo de software y bibliotecas mas robustas en
lenguajes como Python, junto con la accesibilidad de plataformas de cddigo
abierto como GNU Octave, permitird a una mayor cantidad de investigadores
y profesionales aplicar métodos numeéricos en sus trabajos. Esto no solo
democratiza el acceso a estas herramientas, sino que también fomenta la
colaboracion interdisciplinaria, donde expertos de diferentes campos pueden
contribuir al avance de las técnicas numéricas. Los métodos numéricos
seguiran siendo un componente esencial en la investigacion y el desarrollo en
la era digital, la combinacion de teoria solida y aplicaciones practicas en
entornos de programacion facilitard un avance continuo en la eficacia de los

métodos numéricos.

1.2 Comparativa de Métodos Iterativos de Jacobi y Gauss-Siedel:

Implementacion en GNU Octave y Python

Los métodos iterativos son una clase de algoritmos ampliamente
utilizados en la resolucion de problemas matematicos, especialmente en el
contexto de sistemas lineales. A diferencia de los métodos directos, que
buscan una solucion exacta en un ndmero finito de pasos, los métodos

iterativos abordan el problema mediante un proceso repetitivo, donde cada
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iteracion busca acercar la solucion a un valor esperado (Ferreira et al., 2025).
Este enfoque es particularmente util en situaciones donde el tamafio del
sistema es grande o la matriz del sistema presenta ciertas propiedades que

dificultan su resolucion directa.

Un método iterativo se basa en la idea de iniciar con una estimacion
inicial de la solucién y luego refinar esa estimacion a través de una serie de
pasos sucesivos. La solucion se aproxima cada vez mas con cada iteracion,
hasta que se alcanza un criterio de convergencia predefinido, como un error
aceptable o un nimero maximo de iteraciones. Este proceso permite que los
métodos iterativos sean flexibles y adaptables a diferentes tipos de problemas

y condiciones.

La resolucion de sistemas lineales es un problema fundamental en
matematicas aplicadas, ingenieria y ciencias computacionales, en muchos
casos, estos sistemas estan representados por matrices grandes y dispersas,
donde los métodos directos pueden resultar ineficientes o impracticables
debido al alto costo computacional (Solis et al.,, 2021). Aqui es donde los
métodos iterativos, como Jacobi y Gauss-Siedel, juegan un papel
trascendental. Proporcionan una alternativa efectiva y a menudo mas rapida
para encontrar soluciones aproximadas, especialmente en sistemas donde las

matrices son dificiles de manejar.

El método de Jacobi es un algoritmo iterativo utilizado para resolver
sistemas de ecuaciones lineales de la forma \(Ax =b\), donde \(A\) es una
matriz cuadrada, \(x\) es el vector de incdgnitas y \(b\) es el vector de
términos independientes. La esencia del método radica en la descomposiciéon
de la matriz \(A\) en su parte diagonal y el resto de los elementos. La idea
basica es que, en cada iteracion, se calcula el nuevo valor de cada incognita
utilizando los valores mads recientes disponibles de las demads incdgnitas.

Matematicamente, el método se puede expresar como:
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donde \ (x*(k)}\) es el vector de solucién en la \(k\)-ésima iteracion. Este
meétodo es especialmente til en sistemas donde la matriz \ (A\) es diagonal
dominante, lo que facilita la convergencia del algoritmo. La implementacion
del método de Jacobi en GNU Octave es relativamente sencilla. En seguida se

presenta un ejemplo basico de cémo se puede programar:

octave
function [x]=]acobi()
A=[25-8;62-3;2-9 5]%matriz de sistema, debe ser de diagonal dominante
b=[1; 5; 9]%lado derecho
x0=[0; 0; 0]%vector de valores iniciales
tol=10"(-10) %tolerancia
N=10%numero maximo de iteraciones
format rat
n=size(A);
for k=1:N
for i=1:n
x(i,1)=(b(i,1)-A(i,:)*x0+A(1,1)*x0(i,1))/A(i,i);
end
printf("Iteracion %d\n" k)
X
err=norm(A*x-b);
printf("El error es %f\n" err)
if err<tol

printf("La solucion due aproximada en %d iteraciones\n" k)
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break %rompe el for de k
else

x0=x;

end
if k>N
printf("El metodo fracaso despues de %d iteraciones \n" k)
endif
x2=A\b; %solucion exacta calculado por eliminacion gaussiana
err2=norm(x-x2);
printf("La distancia entre la sol aproximada y la exacta es %f\n",err2)
format short

endfunction

En este cddigo, A es la matriz de coeficientes, b es el vector de términos
independientes, X0 es una estimacion inicial del vector de soluciones, tol es la
tolerancia para la convergencia y max_iter es el nimero maximo de
iteraciones permitidas. La implementaciéon del método de Jacobi en Python
puede realizarse utilizando bibliotecas como NumPy para facilitar las
operaciones matriciales. Posteriormente se muestra un ejemplo de cémo se

puede implementar:

python

import numpy as np

def jacobi(A, b, tolerancia=1.0e-8, max_iteraciones=100):

non
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Resuelve un sistema de ecuaciones lineales Ax = b usando el método de

Jacobi.

Args:
A: Matriz de coeficientes (numpy array).
b: Vector de términos independientes (numpy array).
tolerancia: Error maximo permitido para la convergencia.

max_iteraciones: Numero maximo de iteraciones permitidas.

Returns:
x: Vector solucion (numpy array) o None si no converge.

iteraciones: Numero de iteraciones realizadas.

mnan

n = len(b)
x =np.zeros(n) # Inicializacién con ceros
X_Nnuevo = np.zeros(n)

iteraciones =0

while iteraciones < max_iteraciones:
foriin range(n):
suma =0
for j in range(n):
ifil=j:
suma += A[i, j] * x[j]

x_nuevoli] = (b[i] - suma) / A[j, i]
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# Criterio de convergencia
if np.linalg.norm(x_nuevo - x) < tolerancia:

return x_nuevo, iteraciones

x =np.copy(x_nuevo) # Actualizar x para la proxima iteracion

iteraciones +=1

print("El método no converge dentro del nimero maximo de iteraciones.")

return None, max_iteraciones

# Ejemplo de uso
if _name__=='_main__ "
# Definir la matriz A y el vector b
A =np.array([[10, 2, 1],
(1,5 1],
[2, 3, 10]], dtype=tloat)

b =np.array([7, -8, 6], dtype=tloat)

# Resolver el sistema

solucion, iteraciones = jacobi(A, b)

if solucion is not None:
print("Solucién encontrada:")

print(solucion)
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"n

print(f"Ntmero de iteraciones: {iteraciones}")

# Verificar la solucién (opcional)
error = np.linalg.norm(np.dot(A, solucion) - b)

print(f"Error de la solucién: {error}")

En este codigo, se utiliza np.dot para realizar el producto escalar y
np.linalg.norm para calcular la norma infinita del vector de diferencias,
permitiendo asi evaluar la convergencia del método de manera efectiva. El
meétodo de Jacobi, a pesar de ser simple, proporciona una base sdlida para
entender los métodos iterativos y su implementacion en diferentes lenguajes

de programacion (Ferreira et al., 2025).

El método de Gauss-Siedel es un algoritmo iterativo utilizado para
resolver sistemas de ecuaciones lineales. Se basa en la idea de que, en cada
iteracion, se actualiza el valor de cada variable utilizando los valores mas
recientes disponibles. A diferencia del método de Jacobi, que utiliza los
valores de la iteracion anterior para todas las variables, el método de Gauss-
Siedel permite que cada variable se actualice inmediatamente después de ser

calculada.

Esta propiedad puede llevar a una convergencia mas rapida en muchos
casos, especialmente cuando se aplican a matrices que cumplen con ciertas
condiciones, como la diagonalmente dominante. La formulacién del método
implica reordenar el sistema de ecuaciones de tal manera que se aisle una de
las variables. Esto se hace de la siguiente manera: para un sistema de

ecuaciones lineales \ (Ax =b\), se puede expresar la i-ésima variable como:

\[ x_i= \frac{l1Ha_{ii}} \left(b_i- \sum_{j=1}i-1} a_{ij} x_j - \sum_{j=i+1}"{n}
a_{ij} x j™M(k)} \right) \]
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donde \( x_j*{(k)} \) son los valores de la j-ésima variable en la k-ésima
iteracion. Este proceso se repite hasta que se alcanza un criterio de
convergencia predefinido, como un numero fijo de iteraciones o una
tolerancia en el error. La implementacion del método de Gauss-Siedel en GNU
Octave es bastante directa y se puede realizar con unas pocas lineas de codigo.
A continuacion se presenta un ejemplo de cdmo se podria implementar este

método:

octave

function [x, iter] = gauss_seidel(A, b, tol, max_iter)
n = length(b);
x = zeros(n, 1);

iter =0;

for iter = 1:max_iter
x_old =x;
fori=1mn
suml = A(i, 1:i-1) x(1:i-1);
sum2 = A(i, i+1:n) x_old(i+1:n);

x(i) = (b@i) - sum1 - sum2) / A(j, i);

if norm(x - x_old, inf) < tol
break;
end
end

end
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En este codigo, A es la matriz de coeficientes del sistema, b es el vector
de términos independientes, tol es la tolerancia para detener la iteracion y
max_iter es el nimero maximo de iteraciones permitidas. La funcion devuelve
el vector solucion x y el nimero de iteraciones realizadas. La implementacion
del método de Gauss-Siedel en Python puede lograrse utilizando bibliotecas
como NumPy, que facilita las operaciones matriciales, se exhibe un ejemplo

de como implementar el método:

python

import numpy as np

def gauss_seidel(A, b, tol=1e-10, max_iter=100):
n = len(b)

X =np.zeros(n)

for iter in range(max_iter):
x_old = np.copy(x)
for i in range(n):
suml =np.dot(A[j, 1], x[:i])
sum?2 = np.dot(A[i, i+1:], x_old[i+1:])
x[i] = (b[i] - sum1 - sum2) / A[j, i]
if np.linalg.norm(x - x_old, np.inf) < tol:

break

return x, iter
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En este cddigo, se utiliza np.dot para realizar la multiplicacion de
matrices y np.linalg.norm para calcular la norma del vector de errores. Al
igual que en el caso de GNU Octave, se proporciona la capacidad de
especificar una tolerancia y un nimero maximo de iteraciones antes de que el
algoritmo se detenga. El método de Gauss-Siedel es una herramienta potente
y eficiente para resolver sistemas de ecuaciones lineales, especialmente en
contextos donde se requiere una rapida convergencia y se dispone de matrices
que cumplen ciertas condiciones. Su implementacion en GNU Octave y
Python es accesible y permite a los usuarios aplicar este método en diversas

aplicaciones practicas.

La eficiencia de los métodos de Jacobi y Gauss-Siedel puede ser
evaluada en funcion de varios criterios, entre los que se incluyen el nimero
de iteraciones necesarias para alcanzar una solucion aceptable y el tiempo de
calculo requerido. En general, el método de Gauss-Siedel tiende a ser mas
eficiente que el método de Jacobi. Esto se debe a que, en cada iteracion de
Gauss-Siedel, se utilizan los valores mas recientes de las variables, lo que
puede acelerar la convergencia hacia la solucién. Por otro lado, el método de
Jacobi calcula todos los nuevos valores de las variables utilizando tinicamente
los resultados de la iteracion anterior, lo que puede resultar en un mayor

numero de iteraciones para alcanzar la convergencia.

La convergencia de ambos métodos depende de las propiedades de la
matriz del sistema lineal que se esta resolviendo. Para que el método de Jacobi
converja, es necesario que la matriz sea diagonalmente dominante o que sea
simétrica definida positiva. El método de Gauss-Siedel de igual modo
converge bajo condiciones similares, si bien es mas robusto en la practica. En
muchos casos, el método de Gauss-Siedel puede converger incluso si la matriz
no es estrictamente diagonalmente dominante, lo que puede ser una ventaja

en situaciones donde se trabaja con matrices mas complicadas (Gil, 2006).

En el ambito de la resoluciéon de sistemas lineales, tanto el método de
Jacobi como el de Gauss-Siedel tienen aplicaciones practicas en diversas
disciplinas, como la ingenieria y la fisica. El método de Jacobi es
particularmente util en situaciones donde el paralelismo es una consideracion
importante, ya que permite que las iteraciones se realicen de manera

independiente. Esto lo hace ideal para implementaciones en hardware

27



especializado, como matrices de procesamiento paralelo. Por otro lado, el
método de Gauss-Siedel se utiliza comtinmente en aplicaciones donde la
rapidez de convergencia es fundamental, como en la simulacion de

fendmenos fisicos o en el analisis estructural.

En sintesis, la eleccion entre el método de Jacobi y el de Gauss-Siedel
dependera de las caracteristicas especificas del sistema que se esté resolviendo
y de las prioridades en términos de eficiencia y convergencia. Ambos métodos
tienen sus ventajas y desventajas, y es importante considerar el contexto y las

necesidades del problema a resolver al decidir cual método utilizar.

El método de Jacobi se caracteriza por su simplicidad y facilidad de
implementacidn, lo que lo convierte en una excelente opcion para problemas
donde la convergencia es garantizada. Sin embargo, su velocidad de
convergencia puede ser inferior en comparacion con el método de Gauss-
Siedel, que, al utilizar los resultados mads recientes de las iteraciones, suele
converger mas rapidamente. Esta diferencia en la eficiencia destaca la
importancia de elegir el método adecuado segun las caracteristicas del

sistema a resolver.

En cuanto a la implementacion, hemos proporcionado ejemplos tanto
en GNU Octave como en Python, dos lenguajes ampliamente utilizados en el
ambito de la ciencia de datos y la computacion. Estas implementaciones
permiten a los usuarios familiarizarse con la sintaxis y la 16gica detras de cada
método, facilitando su aplicacién en proyectos reales. Se estan desarrollando
nuevas técnicas y algoritmos que podrian mejorar ain mas la eficiencia y la
rapidez de convergencia de los métodos existentes. Por lo tanto,
recomendamos a los lectores mantenerse informados sobre las ultimas

tendencias y avances en este campo.

Los métodos de Jacobi y Gauss-Siedel son herramientas valiosas en la
resolucion de sistemas lineales. Su comprension y correcta aplicacion pueden
facilitar la resolucion de problemas complejos en diversas disciplinas. Con un
conocimiento solido de estos métodos y sus implementaciones, los
profesionales y estudiantes podran abordar con mayor confianza los desafios

que se presenten en su trabajo.

28



1.3 Método de Runge-Kutta: Implementacion y Comparativa en
GNU Octave y Python

El método de Runge-Kutta es una de las técnicas mas utilizadas para
aproximar soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). Su
desarrollo ha permitido a matemadticos e ingenieros abordar problemas
complejos que, de otro modo, serian intratables mediante métodos analiticos
tradicionales. E1 método de Runge-Kutta se refiere a una familia de métodos
de integracion numérica que buscan proporcionar una soluciéon aproximada
a EDOs de la forma \(y'=f(t, y) \), donde \(y \) es la funciéon desconocida y
\ (f \) es una funcion conocida que depende de \(t \) y \(y \). Laidea central
detrds de estos métodos es calcular multiples pendientes en un intervalo y
utilizar estas pendientes para estimar el valor de la funcién en el siguiente
paso. Esto permite una mayor precision en comparacion con métodos mas
simples, como el método de Euler, que solo utiliza la pendiente en un tnico

punto.

El origen de los métodos de Runge-Kutta se remonta a principios del
siglo XX, cuando los matematicos Carl Runge y Wilhelm Kutta, por separado,
desarrollaron técnicas para resolver EDOs. La primera version del método,
conocida como el método de Runge-Kutta de cuarto orden, fue formulada a
principios de 1900 y se ha convertido en el mas popular debido a su equilibrio
entre precision y complejidad computacional (Mata, 2016). Desde entonces, se
han desarrollado diversas variantes del método, cada una optimizada para

diferentes tipos de EDOs y requisitos computacionales.

El método de Runge-Kutta es fundamental en la resoluciéon de EDOs
por varias razones. En primer lugar, su capacidad para manejar problemas no
lineales y sistemas de ecuaciones diferenciales lo convierte en una
herramienta versatil en campos como la fisica, la ingenieria y la biologia.
Asimismo, su implementacion es relativamente sencilla en lenguajes de
programacion populares, lo que permite a los investigadores y estudiantes
utilizarlo sin una profunda comprension de la teoria subyacente. Por altimo,
la precision y estabilidad de los métodos de Runge-Kutta los hacen adecuados
para simular sistemas dindmicos complejos, lo que es esencial en la
modelizacion de fendmenos del mundo real. GNU Octave es un software de

programacion de alto nivel, principalmente destinado a calculos numéricos.
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Su sintaxis es similar a la de MATLAB, lo que lo convierte en una herramienta
accesible y potente para la implementacion del método de Runge-Kutta. El
meétodo de Runge-Kutta de cuarto orden (RK4) es uno de los mas utilizados
debido a su equilibrio entre precision y complejidad computacional. La
implementacién del RK4 en GNU Octave generalmente sigue la siguiente

estructura:

octave
function y = runge_kutta_4(f, yO0, t0, tf, h)
% f: funcion que representa la ecuacion diferencial
% y0: valor inicial
% t0: tiempo inicial
% tf: tiempo final

% h: tamafio del paso

N = (tf - t0) / h; % Numero de pasos
y = zeros(1, N + 1); % Vector para almacenar los resultados

y(1) = y0; % Asignar valor inicial

forn=1N
t=t0+ (n-1) h; % Calcular el tiempo actual
kl1=h {(t, y(n)),
k2=h f(t+h/2, y(n)+kl/2);
k3=h f(t+h/2, y(n)+k2/2);
k4 =h f(t+h, y(n)+k3);

yn+1)=y(mn)+kl+2 k2+2 k3 +k4)/6; % Formula de RK4
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end

end

En este cddigo, f es la funcion que define la ecuacion diferencial, y0 es
el valor inicial de la solucion, t0 y tf son los limites del tiempo, y h es el tamafio
del paso. La funciéon runge_kutta_4 genera un vector y que contiene las
aproximaciones de la solucion en los tiempos discretos. Para ilustrar la
implementacion del método de Runge-Kutta en GNU Octave, consideremos

la siguiente ecuacion diferencial simple:

\[
\frac{dyHdt} =y, \quad y(0) =1

\]

Esta ecuacion tiene como solucion exacta \ (y(t) =e”t\). A continuacion,
se muestra como implementar y comparar la solucion aproximada utilizando
el método RK4:

octave
% Definir la funcién que describe la ecuacion diferencial
function dy = £(t, y)

dy =y; % Ecuacion diferencial

end

% Parametros del método
y0=1; % Valor inicial

t0=0; % Tiempo inicial

31



tt=5; % Tiempo final

h=0.1; % Tamano del paso

% Llamar a la funcion de Runge-Kutta

y_approx = runge_kutta_4(@f, y0, t0, tf, h);

% Generar los tiempos correspondientes
N = (tf - t0) / h;

t_values = t0:h:tf;

% Graficar la solucién aproximada y la solucién exacta

figure;

plot(t_values, y_approx, 't-', 'LineWidth', 2); % Solucion aproximada
hold on;

plot(t_values, exp(t_values), 'b--, 'LineWidth', 2); % Solucion exacta
xlabel('Tiempo t');

ylabel('Solucion y');

title('Método de Runge-Kutta: Aproximacion vs. Solucion Exacta');
legend('Aproximacion RK4', 'Solucion Exacta');

grid on;

hold off;

Este ejemplo no solo muestra la implementaciéon del método RK4, sino
que también permite visualizar la eficacia del método al comparar la solucion
aproximada con la solucion exacta. A través de este proceso, los usuarios

pueden observar cémo el método de Runge-Kutta puede ser utilizado de
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manera efectiva en GNU Octave para resolver ecuaciones diferenciales

ordinarias.

Para implementar el método de Runge-Kutta en Python, es
fundamental contar con las bibliotecas adecuadas que faciliten tanto el manejo
de célculos numéricos como la visualizaciéon de resultados. Las bibliotecas
mas comunes y recomendadas para este propdsito son NumPy y Matplotlib.
NumPy proporciona funciones eficientes para trabajar con arreglos y realizar
calculos matematicos complejos, mientras que Matplotlib permite crear
graficos y visualizaciones de los resultados obtenidos (Downey, 2023). Para
instalar estas bibliotecas, se puede utilizar el gestor de paquetes pip. En la

terminal o consola de comandos, se pueden ejecutar los siguientes comandos:
bash
pip install numpy matplotlib

Una vez que se han instalado las bibliotecas, se est4 listo para proceder
con la implementacion del método de Runge-Kutta. Existen diferentes
variantes del método de Runge-Kutta, siendo el mads comun el método de
cuarto orden. Seguidamente, se presenta una estructura basica en Python para

implementar este método. La sintaxis sigue el siguiente formato:

python

import numpy as np

def runge_kutta(f, y0, t0, tf, h):
n = int((tf - t0) /h) Numero de pasos
t=np.linspace(t0, tf, n + 1) Array de tiempos
y =np.zeros(n + 1) Array para almacenar resultados

y[0] =y0 Condicion inicial

for i in range(n):
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k1=h f(ti], yli

k2=h f(t[i]+h/2, y[i] +k1/2)
k3=h f(t[i]+h/2, y[i] +k2/2)
kd=h f(t[i] + h, y[i] + k3)

yli+1]=y[i] + (k1 +2 k2+2 k3 +k4) /6 Actualizacion del valor

returnt, y

En este codigo, f representa la funcion que describe la ecuacion
diferencial, y0 es el valor inicial, t0 y tf son los limites de tiempo, y h es el
tamafo del paso. La funcion devuelve un array de tiempos y otro de valores
aproximados de la solucién. Para ilustrar la implementacion del método de

Runge-Kutta en Python, consideremos la ecuacion diferencial simple:

\[
\frac{dyHdt} = -2y

\]

Con la condicién inicial \( y(0) =1 \). La solucién analitica de esta
ecuacion es \( y(t) = e*-2t} \). A continuacién, se presenta un ejemplo

completo utilizando el método de Runge-Kutta:

python
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Definicion de la funciéon
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def f(t, y):

return-2 y

Parametros

y0=1 Condicion inicial
t0 =0 Tiempo inicial
tf=5 Tiempo final

h=0.1 Tamafo del paso

Implementacion del método de Runge-Kutta

t, y = runge_kutta(f, y0, t0, tf, h)

Solucion analitica para comparacion

y_analytical = np.exp(-2 t)

Graficos
plt.figure(tigsize=(10, 5))

plt.plot(t, y, label='Runge-Kutta', marker='o")

plt.plot(t, y_analytical, label='Solucion Analitica’', linestyle='--")

plt.title((Método de Runge-Kutta vs Solucion Analitica')

plt.xlabel('Tiempo')

plt.ylabel('y(t)")

plt.legend()

plt.grid()

plt.show()



En este ejemplo, se define la funcidn f, se establecen los parametros
necesarios y se llama a la funcion runge_kutta para obtener los valores
aproximados. Luego se comparan los resultados obtenidos con la solucion
analitica mediante graficos, lo que permite visualizar la precision del método.
Con esta implementacion, se puede apreciar la efectividad del método de
Runge-Kutta para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias en Python,

destacando su simplicidad y potencia.

Ambas plataformas, GNU Octave y Python, ofrecen potentes
capacidades para implementar el método de Runge-Kutta. GNU Octave, con
su sintaxis similar a MATLAB, se presenta como una opcion accesible para
aquellos que ya estan familiarizados con este entorno. Por otro lado, Python,
con su rica coleccion de bibliotecas como NumPy y SciPy, proporciona un
ecosistema mas amplio y flexible, permitiendo realizar analisis mas complejos
y combinaciones de técnicas. La eleccion entre uno u otro dependerd del
contexto de uso. GNU Octave es ideal para quienes buscan una herramienta
especifica para la resolucion de ecuaciones diferenciales, pese a que Python se
adapta mejor a entornos de desarrollo mas integrales donde se requiere una

mayor variedad de aplicaciones cientificas y de ingenieria.

El método de Runge-Kutta y sus variantes continuaran siendo de vital
importancia en el dmbito cientifico y tecnoldgico. El método de Runge-Kutta
no solo es una herramienta clave en la resolucion de ecuaciones diferenciales
ordinarias, sino que encima se encuentra en el centro de un campo en
constante evolucion que promete seguir impactando diversas disciplinas en

el futuro.
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Capitulo II

Algebra Lineal Numérica con GNU Octave y Python

El 4lgebra lineal numérica es una rama fundamental de Ilas
matematicas que se centra en el estudio de vectores, matrices y sistemas de
ecuaciones lineales, asi como en sus aplicaciones en diversos campos como la
ingenieria, la fisica, la economia y la informatica. Entre los aspectos mas
destacados del algebra lineal numérica es su aplicacion en el ambito de la
computacion. Hoy en dia, se han desarrollado diversas herramientas y
lenguajes de programacion que facilitan la implementacion de algoritmos de
algebra lineal. GNU Octave y Python, en particular, son dos entornos de
programacion ampliamente utilizados que ofrecen potentes bibliotecas y

funciones para realizar operaciones de algebra lineal de manera eficiente.

En este capitulo, exploraremos los conceptos basicos de algebra lineal,
asi como su implementacion en GNU Octave y Python. A través de ejemplos
practicos y comparaciones de rendimiento, buscaremos ilustrar como estas
herramientas pueden ser utilizadas para resolver problemas numéricos,
optimizar calculos y facilitar el andlisis de datos. Al final, esperamos
proporcionar una comprension sdlida del algebra lineal numérica y su

relevancia en el contexto actual.

2.1 Conceptos basicos de algebra lineal

El algebra lineal se ocupa de las propiedades y las relaciones de los
vectores, las matrices y los espacios vectoriales, su relevancia se extiende a
diversas disciplinas, desde la fisica y la ingenieria hasta la economia y la
estadistica. Los vectores son objetos matematicos que tienen tanto magnitud
como direccién. En el contexto del algebra lineal, un vector se puede
representar como una lista ordenada de numeros, que pueden ser
considerados como coordenadas en un espacio n-dimensional (Poole, 2011).
Por ejemplo, en el espacio tridimensional, un vector podria representarse
como \( \mathbf{v} =[x, y, z] \), donde \( x \), \(y \) y \(z \) son sus

componentes.
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Por otro lado, las matrices son arreglos bidimensionales de niimeros
organizados en filas y columnas. Una matriz se puede denotar como \( A \)
y puede tener dimensiones \( m \times n \), donde \(m \) es el nimero de
filas y \(n \) es el nimero de columnas. Las matrices son esenciales para
representar sistemas de ecuaciones lineales y para realizar transformaciones
lineales en el espacio. Las operaciones basicas en algebra lineal incluyen la

suma y la multiplicacion de vectores y matrices.

- Suma de vectores: Dos vectores del mismo tamano se pueden sumar
componente a componente. Si \ ( \mathbf{u} =[u_1, u_2, \ldots, u_n] \) y \(

\mathbf{v} =[v_1, v_2, \1dots, v_n] \), entonces su suma es:

- Multiplicacion de vectores: La multiplicacion de un vector por un escalar
simplemente implica multiplicar cada componente del vector por ese escalar.
En efecto, si \( ¢ \) es un escalar, entonces \( ¢ \cdot \ mathbf{u} = [c¢ \cdot
u_1, c \cdot u_2, \ldots, ¢ \cdot u_n] \).

- Multiplicacion de matrices: La multiplicacion de matrices es mas compleja
y se basa en el producto de filas por columnas. Si tenemos dos matrices \( A
\) de tamafio \( m \times n \) y \( B \) de tamafio \( n \times p \), el
producto \(C=A \cdot B \) serd una matriz \( C \) de tamafio \(m \times

p \), donde cada elemento \( c_{ij} \) se calcula como:
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El determinante es un escalar asociado a una matriz cuadrada que
ofrece informacion importante sobre la matriz y el sistema de ecuaciones que
representa. Para una matriz \( A \) de tamano \( n \times n \), el
determinante se denota como \ ( \text{det}(A) \) o \( |Al \). Las propiedades

mas relevantes del determinante incluyen:

- Un determinante de cero indica que la matriz es singular, lo que significa
que no tiene inversa y el sistema de ecuaciones asociado no tiene solucion
Unica.

- Si el determinante es diferente de cero, la matriz es no singular y tiene una

solucion tnica.

- El determinante es multiplicativo: \( \text{det}(A \cdot B) = \text{det}(A)
\cdot \text{det}(B) \).

Estos conceptos basicos del dlgebra lineal son esenciales para avanzar
en el estudio de temas mas complejos y para la aplicacion practica en
herramientas computacionales como GNU Octave y Python. GNU Octave es
una potente herramienta de software libre que ofrece un entorno de
programacion similar a MATLAB, facilitando la realizacion de cdlculos
numeéricos, especialmente en el campo del algebra lineal. Este software es
particularmente apreciado por su accesibilidad y su capacidad para manejar
grandes conjuntos de datos, lo que lo convierte en una eleccion popular entre

estudiantes, investigadores y profesionales.

La instalacion de GNU Octave es un proceso relativamente sencillo.
Esta disponible para multiples sistemas operativos, incluidos Windows,
macOS y diversas distribuciones de Linux. Para instalar Octave, se pueden

seguir los siguientes pasos:

i. Descarga: ~ Visita la pdagina oficial de GNU Octave
(https://www.gnu.org/software/octave/) y selecciona la version
adecuada para tu sistema operativo.

ii. Instalacion en Windows: Ejecuta el archivo .exe descargado y sigue
las instrucciones del asistente de instalacion. Asegurate de incluir

la opcion de instalar los paquetes adicionales si se presentan.
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iii.  Instalacion en macOS: Puedes utilizar Homebrew para instalar

Octave. Abre la terminal y ejecuta el siguiente comando:
bash
brew install octave

iv.  Instalacion en Linux: Generalmente, Octave esta disponible en los
repositorios de las principales distribuciones. Puedes instalarlo
utilizando el gestor de paquetes de tu eleccidén. Asi, en Ubuntu,

puedes ejecutar:
bash
sudo apt-get install octave

Una vez instalado, se puede abrir GNU Octave desde el menu de
aplicaciones o mediante la linea de comandos e incluye una serie de funciones
incorporadas que facilitan la realizacion de operaciones de algebra lineal.

Algunas de las funciones mas utilizadas son:

- Vectores y matrices: Puedes crear vectores y matrices utilizando la notacién
de corchetes. En este caso, un vector fila se concreta como v =[1, 2, 3], mientras

que una matriz se puede definir como A =1, 2; 3, 4].

- Suma y multiplicacion: La suma de matrices y vectores se realiza utilizando
el operador +, en tanto que la multiplicacion matricial se logra con el operador
. En particular, si definimos B =[5, 6; 7, 8], podemos sumar A + B o multiplicar
A B.

- Determinantes: El cdlculo del determinante de una matriz se realiza con la

funcién det(). Para ilustrar, det(A) devolvera el determinante de la matriz A.

- Inversa de una matriz: La inversa de una matriz se puede calcular utilizando

la funcion inv(). Si A es invertible, inv(A) devolvera su matriz inversa.

Para ilustrar el uso de GNU Octave en algebra lineal, consideremos

algunos ejemplos practicos:
I Definicion de una matriz y su determinante:

octave
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A=T1,2;3,4];

det_A = det(A);

printf("El determinante de A es: %f\n", det_A);
i, Suma y multiplicacion de matrices:

octave

B=15,6;7,8];

C=A+B; % Suma

D=A B; % Multiplicacién

printf("La suma de A y B es:\n");

disp(C);

printf("La multiplicaciéon de A y B es:\n");

disp(D)
iil. Calculo de la inversa:

octave

inv_A =inv(A);

printf("La inversa de A es:\n");

disp(inv_A);

Estos ejemplos muestran como GNU Octave permite realizar calculos
complejos de algebra lineal de manera simple y eficiente. La facilidad de uso
y la sintaxis intuitiva de Octave lo convierten en una herramienta valiosa para
quienes desean profundizar en el dlgebra lineal numérica. La implementacion
del algebra lineal en Python se ha vuelto cada vez mas popular, especialmente
debido a la disponibilidad de bibliotecas poderosas y eficientes que facilitan
el trabajo con vectores y matrices. Dos de las bibliotecas mas destacadas en
este ambito son NumPy y SciPy, que ofrecen herramientas robustas para

realizar operaciones matematicas complejas.
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NumPy es una biblioteca fundamental para la computacion cientifica
en Python. Proporciona un potente objeto de matriz multidimensional que
permite realizar operaciones matematicas de manera eficiente. Con su sintaxis
intuitiva y su capacidad para trabajar con grandes conjuntos de datos, NumPy
es ideal para implementar algebra lineal. Por otro lado, SciPy se construye
sobre NumPy y afiade funcionalidades adicionales para realizar calculos mas
avanzados, como la resolucion de sistemas de ecuaciones, la descomposicion
de matrices y la optimizacion (Riyantoko et al., 2025). Para instalar estas
bibliotecas, basta con utilizar el gestor de paquetes de Python, pip. En efecto,

se pueden instalar ejecutando los siguientes comandos en la terminal:

bash

pip install numpy

pip install scipy

Una vez instaladas las bibliotecas, podemos comenzar a realizar
operaciones con matrices. En Python, las matrices se representan como

arreglos de NumPy. He aqui operaciones comunes que se pueden llevar a

cabo:
1. Creacion de matrices: Para crear una matriz, utilizamos la funciéon
np.array(). Hay que hacer notar:
python

import numpy as np
Crear una matriz 2x2
matriz = np.array([[1, 2], [3, 4]])

print(matriz)
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ii. Suma de matrices: La suma de matrices de igual tamafo se realiza

utilizando el operador +:

python

matriz_a =np.array([[1, 2], [3, 4]])
matriz_b =np.array([[5, 6], [7, 8]])
suma = matriz_a + matriz_b

print(suma)

iii. Multiplicacion de matrices: Para multiplicar matrices, se utiliza la

funcién np.dot() o el operador @:

python

producto = np.dot(matriz_a, matriz_b)
O alternativamente

producto = matriz_a @ matriz_b

print(producto)

iv. Determinantes y otras propiedades: Para calcular el determinante de

una matriz, se utiliza la funcién np.linalg.det():

python

determinante = np.linalg.det(matriz_a)

print(determinante)
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No obstante tanto GNU Octave como Python son herramientas
poderosas para el dlgebra lineal, existen diferencias en su rendimiento y en la
facilidad de uso. Octave, al estar diseniado especificamente para calculos
numeéricos, puede ofrecer un rendimiento superior en algunas operaciones
basicas. Sin embargo, Python, con bibliotecas como NumPy y SciPy,
proporciona una flexibilidad y una integracion con otros entornos que lo

hacen particularmente atractivo para desarrolladores y cientificos de datos.

En pruebas de rendimiento, Python tiende a ser mas rapido en
operaciones complejas y en el manejo de grandes volimenes de datos, gracias
a su capacidad para optimizar el uso de memoria y su disefio orientado a
objetos. Por otro lado, Octave puede ser mas accesible para quienes estan
familiarizados con MATLAB, debido a su sintaxis similar. GNU Octave, con
su enfoque en la facilidad de uso y su similitud con MATLAB, es una opcion
excelente para quienes buscan un entorno dedicado al algebra lineal y a la
computacion numérica (Lopez y Riasco, 2024). Su capacidad para manejar
matrices y realizar calculos complejos de manera intuitiva lo convierte en una

herramienta valiosa para estudiantes y profesionales por igual.

Por otro lado, Python, con bibliotecas como NumPy y SciPy, no solo
proporciona potentes funcionalidades para algebra lineal, sino que también
se integra facilmente con otras herramientas y tecnologias, lo que lo hace ideal
para proyectos mas amplios que requieren andlisis de datos, aprendizaje

automatico y desarrollo de software.

La continua evolucion de las bibliotecas de Python y el incremento de
su popularidad en la comunidad cientifica sugieren que Python seguird
siendo una opcién predominante para el analisis numérico. Por su parte, GNU
Octave podria beneficiarse de mejoras en su interfaz y en la interoperabilidad
con otros lenguajes de programacién, lo que podria aumentar su atractivo

entre los usuarios que buscan un entorno mas especializado.

Ademas, el auge de la computacion en la nube y el acceso a hardware
de alto rendimiento permitird a los investigadores y desarrolladores realizar
calculos mas complejos y manejar conjuntos de datos mas grandes, lo que
seguramente impulsara la evolucidn de las herramientas de algebra lineal. La

combinacion de técnicas de algebra lineal con algoritmos de inteligencia
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artificial y aprendizaje automatico incluso abre nuevas perspectivas para

resolver problemas complejos en diversas disciplinas.

Tanto GNU Octave como Python ofrecen soluciones robustas para el
algebra lineal numérica, y su desarrollo continuo promete ampliar las
posibilidades para los usuarios. La eleccion entre estos entornos dependera
de las necesidades individuales y del contexto especifico de cada proyecto,
pero lo que es indudable es que el dominio de estas herramientas seguira

siendo un activo valioso en el mundo académico y profesional.

2.2 Eliminacion de Gauss y Gauss-Jordan: Técnicas Esenciales
para Resolver Problemas Ideales

La eliminacion de Gauss, también conocida como eliminacion
gaussiana, se centra en transformar una matriz en su forma escalonada,
permitiendo resolver sistemas de ecuaciones mediante un proceso de
eliminacion sucesiva. Por otro lado, la eliminacion de Gauss-Jordan lleva este
método un paso mas all4, reduciendo una matriz a su forma escalonada
reducida, lo que proporciona no solo las soluciones del sistema, sino de igual
modo una representaciéon mas clara de las relaciones entre las variables
(Guanga et al., 2019). La eliminacion de Gauss es un método fundamental en
algebra lineal que permite resolver sistemas de ecuaciones lineales. Su
desarrollo se basa en la idea de transformar una matriz de coeficientes en una

forma mas sencilla, lo que facilita la obtencion de soluciones.

La eliminaciéon de Gauss, también conocida como eliminacion
gaussiana, es un algoritmo que transforma una matriz en su forma
escalonada, lo que permite resolver sistemas de ecuaciones lineales de manera
sistematica. El propdsito principal de este método es simplificar el sistema de
ecuaciones para que se puedan identificar las soluciones de manera clara y
directa. Este proceso es esencial no solo en matematicas puras, sino también
en diversas dreas aplicadas, como la fisica, la ingenieria y la economia, donde
los sistemas de ecuaciones lineales son frecuentes. El proceso de eliminacién

de Gauss se puede dividir en tres etapas principales:

i. Formacion de la matriz aumentada: Se comienza formando la matriz

aumentada del sistema de ecuaciones a resolver. Esta matriz
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il.

iii.

combina los coeficientes de las variables y los términos
independientes en una sola matriz.

Eliminacion hacia adelante: En esta etapa, se aplican operaciones
elementales sobre las filas de la matriz para transformar la parte
inferior de la matriz en ceros. Se selecciona un pivote (usualmente
el primer elemento no nulo de la primera fila) y se utilizan
combinaciones lineales de las filas para eliminar los coeficientes
debajo de este pivote.

Sustitucién hacia atrds: Una vez que la matriz estd en forma
escalonada, se procede a realizar la sustitucion hacia atras para
encontrar los valores de las variables. Comenzando desde la tiltima
fila, se resuelve cada variable en términos de las que ya se han
encontrado. Este proceso garantiza que, si existe una solucion, se
obtendra de manera eficiente, para ilustrar el proceso de
eliminacion de Gauss, consideremos el siguiente sistema de

ecuaciones lineales:

Formacion de la matriz aumentada:

46



2&3&1& 1 &11\\
4&1&2& 1 &-2\\
2&5&3& 1 &3
\end{pmatrix}

\]

ii. Eliminacion hacia adelante: Aplicamos operaciones para transformar

la matriz:
- Multiplicamos la primera fila por 2 y restamos de la segunda fila.
- Multiplicamos la primera fila por -1 y sumamos a la tercera fila.

Esto lleva a una matriz escalonada como:

\[

\begin{pmatrix}
2&3&1& 1 &1\
0&-5&-4& | &-4\\
0&8&5& | &5
\end{pmatrix}

\]

Continuamos el proceso hasta que todas las filas estén en la forma

deseada.

iii. Sustitucion hacia atrdas: Con la matriz escalonada, se resuelven las
variables comenzando desde la dltima fila hacia la primera. Este
ejemplo demuestra como la eliminaciéon de Gauss simplifica el
proceso de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales,
permitiendo a los estudiantes y profesionales abordar problemas

complejos de manera mads accesible.
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La eliminaciéon de Gauss-Jordan es una extensiéon del método de
eliminacion de Gauss, que se utiliza para resolver sistemas de ecuaciones
lineales. Este método no solo busca transformar una matriz en su forma
escalonada, sino que incluso la lleva a una forma reducida, conocida como
forma escalonada reducida por filas (FERF). Esta transformacién permite
obtener soluciones de manera mads directa y eficiente, facilitando la

identificacion de las variables y su relacion con las ecuaciones del sistema.

La principal diferencia entre los métodos de eliminacion de Gauss y
Gauss-Jordan radica en el tipo de matriz resultante; en el método de
eliminacion de Gauss, el objetivo es lograr una forma escalonada, donde los
elementos por debajo de la diagonal principal son ceros. Sin embargo, en
Gauss-Jordan, se lleva el proceso un paso mas alla: se busca que todos los
elementos en la columna de cada pivote sean cero, excepto el pivote mismo,
que se convierte en 1, esto proporciona una forma mas simplificada que
permite leer las soluciones de las variables directamente (Espinosa et al.,
2016).

Otra diferencia clave es que, mientras que la eliminacién de Gauss
generalmente requiere una etapa adicional para deshacer la eliminacion y
obtener los valores de las variables, la eliminacion de Gauss-Jordan
proporciona las soluciones en una sola etapa, lo que la hace mas eficiente en
términos de tiempo y recursos. El proceso de eliminacion de Gauss-Jordan

implica los siguientes pasos:

i. Formacién de la matriz aumentada: Se comienza con la matriz
aumentada del sistema de ecuaciones, que incluye tanto los
coeficientes de las variables como los términos independientes.

ii. Aplicacién de operaciones elementales: Se realizan operaciones

elementales sobre las filas de la matriz, que incluyen:
- Intercambiar dos filas.
- Multiplicar una fila por un escalar distinto de cero.
- Sumar o restar un maltiplo de una fila a otra fila.

iii. Transformacion a FERF: Se busca convertir la matriz en su forma

escalonada reducida por filas. Esto significa que se debe conseguir que cada
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pivote sea 1y que todos los elementos en la columna del pivote sean ceros, a

excepcion del propio pivote.

iv. Lectura de las soluciones: Una vez que la matriz estd en FEREF, las
soluciones del sistema pueden leerse directamente, lo que facilita la
identificacion de las variables y sus valores. Para ilustrar la
aplicacién de la eliminacion de Gauss-Jordan, consideremos un

sistema simple de dos ecuaciones con dos incdgnitas:

1.\(x+2y=8)\)

2. \(2x+y=7\)

La matriz aumentada de este sistema es:

\[
\begin{pmatrix}
1&2& 1 &8\\
2&1& 1 &7
\end{pmatrix}

\]

Aplicando la eliminacién de Gauss-Jordan, el primer paso seria
transformar la segunda fila para eliminar el 2 en la primera columna. Esto se

puede lograr restando 2 veces la primera fila de la segunda fila:

\[
\begin{pmatrix}

1&2& |1 &8\\
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0&-3& 1 &-9
\end{pmatrix}

\]

Luego, se puede simplificar la segunda fila dividiendo por -3:

\[
\begin{pmatrix}
1&2& 1 &8\\
0&1& &3
\end{pmatrix}

\]

Lurgo, eliminamos el 2 en la primera fila de la segunda columna

restando 2 veces la segunda fila de la primera fila:

\[
\begin{pmatrix}
1&0& | &2\\
0&1& 1 &3
\end{pmatrix}

\]

De esta forma, podemos leer que \(x=2\)y \(y=3\), resolviendo el
sistema de manera eficiente con la eliminacion de Gauss-Jordan, este enfoque

no solo simplifica la resolucion de sistemas lineales, sino que encima sienta
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las bases para aplicaciones mas complejas en matematicas y ciencias
aplicadas. Con la comprensién de este método, se abre un abanico de
posibilidades para resolver problemas matematicos de manera efectiva y
rdpida. Las eliminaciones de Gauss y Gauss-Jordan son técnicas
fundamentales en el ambito de las matematicas aplicadas, especialmente en
la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Estas metodologias no solo
son cruciales en la teoria matematica, sino que también tienen numerosas

aplicaciones practicas en diversas disciplinas.

Entre las aplicaciones mas directas de las eliminaciones de Gauss y
Gauss-Jordan esta la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, estas
técnicas permiten transformar un sistema de ecuaciones en una forma mas
manejable, facilitando la busqueda de soluciones (Espinosa et al., 2016). Asi,
en situaciones donde se necesita determinar los valores de variables en un
sistema de ecuaciones que representan un modelo matematico, estas
herramientas permiten simplificar el sistema a una forma escalonada o
escalonada reducida, desde donde las soluciones pueden ser facilmente
identificadas. Esto es especialmente ttil en campos como la economia, donde

se modelan interacciones entre diferentes variables econdmicas.

En el campo de la ingenieria, las eliminaciones de Gauss y Gauss-
Jordan son esenciales para resolver problemas relacionados con circuitos
eléctricos, estructuras y sistemas dindmicos. En particular, en el andlisis de
circuitos, se pueden utilizar estas técnicas para resolver sistemas de
ecuaciones que describen las relaciones entre voltajes y corrientes en un
circuito. De manera similar, en ciencias como la fisica y la quimica, estas
metodologias se aplican para resolver sistemas que describen fendémenos
naturales, desde la cinética de reacciones quimicas hasta el equilibrio de
fuerzas en un sistema mecdnico. La capacidad de manejar multiples

ecuaciones simultaneamente es invaluable en estos contextos.

En la actualidad, se han desarrollado diversas herramientas y software
que implementan las eliminaciones de Gauss y Gauss-Jordan, permitiendo a
los usuarios resolver sistemas de ecuaciones de manera eficiente y precisa.
Programas como MATLAB, Mathematica y Python (con bibliotecas como
NumPy) ofrecen funciones que automatizan el proceso de eliminacion,

facilitando la resolucion de problemas complejos sin la necesidad de realizar
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calculos manuales extensos. Estas herramientas no solo ahorran tiempo, sino
que de igual modo minimizan errores, mejorando la precisiéon de los

resultados obtenidos.

Las eliminaciones de Gauss y Gauss-Jordan son técnicas poderosas con
aplicaciones que se extienden a multiples campos, desde la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales hasta su uso en ingenieria y ciencias. La
disponibilidad de software especializado ha ampliado atin mas su utilidad,
permitiendo que profesionales y estudiantes resuelvan problemas complejos

de manera eficiente.

La eliminaciéon de Gauss se centra en transformar una matriz a su
forma escalonada, facilitando la resolucién de sistemas lineales mediante
sustitucion regresiva. Este método es particularmente tutil para resolver
sistemas en los que se busca determinar una o mas variables a partir de un
conjunto de ecuaciones. Por otro lado, la eliminacién de Gauss-Jordan lleva
este proceso un paso mas alla, permitiendo obtener la forma reducida por filas
de una matriz, lo que proporciona soluciones directas y unicas para los
sistemas de ecuaciones lineales, asi como también para encontrar inversas de

matrices cuando estas existen.

Las aplicaciones practicas de estas técnicas son vastas y se extienden a
campos como la ingenieria, la fisica y la economia, donde la modelizacién de
problemas complejos mediante sistemas de ecuaciones es comun. Ademas, en
la era digital, el uso de software y herramientas computacionales para realizar
estas eliminaciones ha simplificado enormemente el proceso, permitiendo a
los profesionales y estudiantes abordar problemas que antes serian tediosos y

propensos a errores manuales.

Tanto la eliminacion de Gauss como la de Gauss-Jordan son
herramientas esenciales en el arsenal de cualquier estudiante o profesional
que trabaje con algebra lineal. Su comprensién y dominio no solo son cruciales
para resolver problemas matematicos, sino que incluso abren la puerta a un
mejor entendimiento de conceptos mas avanzados en matematicas y sus

aplicaciones en el mundo real.
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2.3 Eliminacion Candnica de Gauss y Pivoteo: Implementaciones
en GNU Octave y Python

La eliminacion canonica de Gauss es un método fundamental en
algebra lineal, utilizado para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Este
procedimiento transforma un sistema de ecuaciones en una forma mas
sencilla, conocida como forma escalonada, lo que permite determinar las
soluciones de manera mas eficiente. La técnica implica manipular matrices
mediante operaciones elementales, que incluyen la eliminacion de variables y

la sustitucidon hacia atras.

La eliminacion candnica de Gauss, que se conoce como eliminacion de
Gauss-Jordan cuando se lleva a cabo hasta obtener la forma reducida, consiste
en aplicar una serie de transformaciones a una matriz aumentada que
representa un sistema de ecuaciones lineales. El objetivo es obtener ceros
debajo de la diagonal principal, facilitando la obtenciéon de soluciones del
sistema. Este método es ttil no solo para resolver ecuaciones, sino también

para calcular determinantes y encontrar inversas de matrices.

El pivoteo es una técnica complementaria a la eliminacidon candnica de
Gauss que mejora la estabilidad numérica del proceso. Consiste en seleccionar
adecuadamente los elementos de la matriz que se utilizan como pivotes, es
decir, los elementos en la diagonal principal durante el proceso de
eliminacidn, al elegir el pivote mas grande en valor absoluto de cada columna,
se minimizan los errores de redondeo y se mejora la precisidon del célculo
(Strang, 1980). Esto es especialmente decisivo cuando se trabaja con matrices
que tienen elementos muy pequefios o en casos de singularidad. La
eliminacion canonica de Gauss implica transformar un sistema de ecuaciones
lineales en una forma escalonada, lo que permite resolverlo de manera mas
sencilla. En GNU Octave, la sintaxis para implementar la eliminacién de

Gauss con pivoteo se puede estructurar de la siguiente manera:

octave
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for k = 1:min(m, n)
% Pivoteo: encontrar la fila con el mayor valor absoluto en la columna k
[~, maxIndex] = max(abs(A(k:m, k)));

maxIndex = maxIndex + k - 1;

% Intercambiar filas
if maxIndex =k
A([k, maxIndex], :) = A(JmaxIndex, k], :);

end

% Eliminacion
fori=k+1:m
factor = A(i, k) / Ak, k);

A(, 1) =A(, :) - factor A(k, :);

En este cddigo, A es la matriz aumentada que contiene tanto los
coeficientes del sistema como los términos independientes. La funcion realiza
el pivoteo para asegurar la estabilidad numérica y modifica la matriz para
obtener la forma escalonada. Para ilustrar la implementacion de la
eliminacion canonica de Gauss con pivoteo, consideremos el siguiente sistema

de ecuaciones lineales:
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\[

\begin{align}
2x+3y+z &=1\\
dx +y+2z &=2\\
3x+2y+3z&=3
\end{align}

\]

Podemos representar este sistema en forma de matriz aumentada A:

octave
A=1[2,31,1;
4,1,2,2;

3,2,3,3];

% Aplicar la eliminacion de Gauss

A_echelon = gauss_elimination(A);

% Mostrar la matriz resultante

disp(A_echelon);

Al ejecutar este codigo, obtendras la forma escalonada de la matriz, que
podras usar para resolver el sistema de ecuaciones de manera mas sencilla.
Este ejemplo practico demuestra la implementacion de la eliminacion
canonica de Gauss y resalta la importancia del pivoteo para mejorar la

precision y estabilidad del método. Con esta base en GNU Octave, ahora
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estamos listos para pasar a la implementacion de la eliminacion candnica de
Gauss en Python, donde utilizaremos bibliotecas como NumPy y SciPy para

lograr un enfoque similar.

Python se ha convertido en uno de los lenguajes de programacion mas
populares para la ciencia de datos y el calculo numérico, gracias a su sintaxis
sencilla y a sus potentes bibliotecas. Para llevar a cabo la implementacion de
la eliminacion candnica de Gauss en Python, primero necesitamos instalar las
bibliotecas que nos ayudaran en nuestros calculos. NumPy es fundamental
para el manejo de arreglos y operaciones matematicas, mientras que SciPy
proporciona funciones adicionales para optimizacion y resolucion de
problemas cientificos. Para instalar estas bibliotecas, utilizaremos pip, el
gestor de paquetes de Python. Ejecuta el siguiente comando en la terminal o

en un entorno de desarrollo integrado (IDE):

bash

pip install numpy scipy

La eliminacion candnica de Gauss se puede implementar de manera

efectiva utilizando NumPy, este c6digo resolvera un sistema de ecuaciones
lineales de la forma \(Ax =b)\).

python

import numpy as np

def gauss_elimination(A, b):
n = len(b)
Ampliar la matriz A con el vector b

Ab =np.hstack([A, b.reshape(-1, 1)])
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Proceso de eliminacion

for i in range(n):
Hacer que la fila i tenga un 1 en la diagonal
AbJi] = Ab[i] / Abl[j, i]
for jin range(i + 1, n):

Ablj] = Abl[j] - Ab[i] Ablj, ]

Retroceso para resolver el sistema
X =np.zeros(n)
foriinrange(n-1, -1, -1):

x[i] = Ab[i, -1] - np.dot(Abl[i, i + 1:n], x[i + 1:n])

return x

En este c6digo, comenzamos ampliando la matriz \(A\) con el vector
\(b\) para formar la matriz aumentada \ (Ab\). Luego, realizamos el proceso
de eliminacion, convirtiendo la matriz en una forma escalonada y aplicamos
el método de retroceso para encontrar la solucion del sistema. El pivoteo es
un paso excepcional para mejorar la estabilidad numérica del algoritmo. En
seguida, se presenta una implementaciéon de la eliminacién de Gauss con

pivoteo parcial:

python
def gauss_elimination_with_pivoting(A, b):
n = len(b)

Ab =np.hstack([A, b.reshape(-1, 1)])

57



for i in range(n):
Pivoteo parcial
max_row = np.argmax(np.abs(Ab[in, i])) + i

Ab[[i, max_row]] = Ab[[max_row, i]] Intercambiar filas

Normalizar la fila actual
Ab[i] = Ab[i] / Abl[j, i]
for jin range(i + 1, n):

Ab[j] = Ab[j] - Ab[i] Ablj, ]

X =np.zeros(n)
foriinrange(n-1, -1, -1):

x[i] = Ab[i, -1] - np.dot(Abl[j, i + 1:n], x[i + 1:n])

return x

En esta version, antes de realizar la eliminacion, buscamos la fila con el
valor absoluto mas grande en la columna actual y la intercambiamos con la
fila actual. Esto ayuda a evitar problemas de division por cero y mejora la
precision del resultado. Para ilustrar la funcionalidad de nuestra

implementacidn, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

\[
\begin{align}
2x+3y+z &=1\\

Ax+y+2z&=2\\
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3x +2y +3z &=3
\end{align}
\1

La matriz \ (A\) y el vector \(b\) se definen de la siguiente manera:

python
A =np.array([[2, 3, 1], [4, 1, 2], [3, 2, 3]], dtype=float)

b =np.array([1, 2, 3], dtype=float)

Usando la funcion con pivoteo
solution = gauss_elimination_with_pivoting(A, b)

print("La solucion del sistema es:", solution)

Al ejecutar este cddigo, obtendremos la solucion del sistema de
ecuaciones, destacando la efectividad de Python y sus bibliotecas para realizar
calculos numéricos complejos de forma eficiente. GNU Octave es un entorno
de programacion disefiado especificamente para calculos numéricos, lo que lo
convierte en una opcidn atractiva para quienes trabajan en matematicas,

ingenieria y ciencias. Entre sus ventajas se encuentran:

1. Facilidad de uso: La sintaxis de Octave es similar a la de MATLAB, lo
que permite a los nuevos usuarios comenzar a trabajar
rdpidamente.

ii. Entorno grifico: Octave ofrece un entorno grafico intuitivo que

permite visualizar datos y resultados de manera mas sencilla, ideal
para quienes prefieren una interfaz visual.

iii.  Soporte para funciones matemdticas: Incluye una amplia gama de
funciones matematicas predefinidas, lo que reduce la necesidad de

implementar soluciones desde cero.
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iv. Codigo abierto: Como software libre, GNU Octave permite a los
usuarios modificar y distribuir el cddigo segin sus necesidades,

fomentando la colaboracion.

Python se ha consolidado como uno de los lenguajes de programacion

mas versatiles. Sus ventajas incluyen:

i Versatilidad: A diferencia de Octave, Python no esta limitado a
calculos numéricos y puede ser utilizado en una amplia variedad
de aplicaciones.

ii. Ecosistema de bibliotecas: Python cuenta con un rico ecosistema de
bibliotecas, como NumPy y SciPy, que facilitan la implementacion
de algoritmos complejos.

iii. Comunidad activa: La comunidad de usuarios y desarrolladores de
Python es enorme y activa, lo que se traduce en abundantes
recursos y foros de discusion.

iv. Interoperabilidad: Python se integra facilmente con otros lenguajes y
tecnologias, lo que permite maximizar la eficiencia en proyectos

multidisciplinarios.

La eleccion entre GNU Octave y Python puede depender de varios
factores, incluyendo el contexto del proyecto y las preferencias personales del

usuario. Algunos casos de uso recomendados son:

- GNU Octave: Ideal para estudiantes y profesionales que se centran en la

educacion y la investigacion en matematicas y ciencias aplicadas.

- Python: Perfecto para proyectos que requieren un enfoque mds amplio y

flexible, siendo la opcion preferida en analisis de datos y machine learning.

La elecciéon entre GNU Octave y Python depende de las necesidades
especificas del usuario y el contexto de aplicacién. GNU Octave se presenta
como una opcidn ideal para quienes prefieren un entorno similar a MATLAB,
mientras que Python, con sus potentes bibliotecas, es ideal para una amplia
gama de aplicaciones (Companioni et al., 2012). La integracion de técnicas de
optimizacién y andlisis numérico en el contexto de la eliminacién candnica de
Gauss promete abrir nuevas avenidas de investigacion y aplicacion en

diversas disciplinas.
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Capitulo III

Diferenciacion numeérica

La diferenciacién numérica es una herramienta fundamental en el
andlisis matematico y la computacion cientifica, que permite calcular
aproximaciones de las derivadas de funciones a partir de un conjunto discreto
de puntos. A diferencia de la diferenciacion analitica, que se basa en férmulas
exactas y propiedades de funciones continuas, la diferenciacion numérica se
enfoca en la evaluacion de funciones en puntos especificos. Esto resulta
esencial cuando se trabaja con datos experimentales o en situaciones donde

las funciones no son facilmente diferenciables de manera analitica.

La diferenciacion numérica se refiere al proceso de estimar la derivada
de una funcién en un punto especifico utilizando valores de la funcion en
puntos cercanos. Este método es particularmente 1til cuando solo se dispone
de datos discretos o cuando la forma de la funcién es compleja y no se puede
derivar facilmente. Existen diversos métodos para llevar a cabo la
diferenciacion numérica, que pueden categorizarse en aproximaciones de

orden superior y técnicas que utilizan diferencias finitas.

La diferenciacion numeérica tiene una amplia gama de aplicaciones en
diversas disciplinas, incluyendo la ingenieria, la fisica, la economia y la
biologia. En si, se utiliza en la modelizacién de sistemas dindmicos, donde es
trascendental conocer la tasa de cambio de ciertas variables en funcién del
tiempo. Ademads, en el andlisis de datos experimentales, la diferenciacion
numérica permite a los investigadores identificar tendencias y
comportamientos en los datos, ayudando en la toma de decisiones
informadas. En el &mbito financiero, se aplica en la valoracion de opciones y
en la evaluacién de riesgos, donde se requiere calcular derivadas para

entender como los cambios en ciertos parametros afectan a los resultados.

La diferenciacion numérica no es un concepto nuevo; sus raices se
remontan a los inicios del calculo en el siglo XVII. Matematicos como Isaac
Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz sentaron las bases del calculo

diferencial, si bien sus enfoques eran principalmente analiticos. Sin embargo,
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investigadores como John von Neumann y el equipo de la ENIAC
comenzaron a explorar técnicas de diferenciacion que podian ser
implementadas en computadoras, lo que llevo al desarrollo de algoritmos y
métodos que son ampliamente utilizados hoy en dia. La diferenciacion
numeérica contintia evolucionando, integrandose con nuevas tecnologias y
métodos de andlisis de datos, lo que la convierte en una herramienta

indispensable para los cientificos e ingenieros modernos.

3.1 Polinomios de interpolacion de Newton

La interpolacion es un método matematico utilizado para estimar
valores desconocidos dentro del rango de un conjunto discreto de puntos de
datos. A través de esta técnica, se busca construir una funcién que pase
exactamente por cada uno de los puntos dados, permitiendo asi realizar
predicciones o andlisis sobre puntos no medidos (Pochulu, 2018). La
interpolacion se aplica en diversas areas, como la ingenieria, la economia y la
ciencia, donde los datos pueden ser escasos o dificiles de obtener. Dentro de
las diversas técnicas de interpolacion, el método de Newton es uno de los mas

utilizados debido a su eficiencia y facilidad para manejar conjuntos de datos.

El polinomio de interpolacion de Newton se construye a partir de un
conjunto de puntos \((x_0, y_0), (x_1, y_1), \ldots, (x_n, y_n)\). La forma

general del polinomio se expresa como:

donde los coeficientes \(a_0, a_1, \ldots, a_n\) son conocidos como
coeficientes de Newton. Estos coeficientes se obtienen a través de las
diferencias divididas, que son una forma eficiente de calcular las tasas de
cambio de los valores de \ (y\) con respecto a los valores de \ (x\). La primera

diferencia dividida se precisa como:
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y las diferencias sucesivas se calculan mediante la féormula:

y asi sucesivamente para \(f[x_i, x_j, x_k]\), etc. Este procedimiento nos

permite construir el polinomio de forma iterativa, comenzando desde los

valores de \(y\) y utilizando las diferencias divididas para obtener los

coeficientes. Los polinomios de interpolacion de Newton ofrecen varias

ventajas frente a otros métodos de interpolaciéon. Entre las mas destacadas se

incluyen:

i.

ii.

1ii.

Eficiencia en la adicion de puntos: Entre las principales ventajas de los
polinomios de Newton es que, si se desea afiadir un nuevo punto al
conjunto de datos, no es necesario recalcular todo el polinomio
desde cero. En su lugar, bastara con calcular las diferencias
divididas adicionales, lo que ahorra tiempo y esfuerzo
computacional.

Flexibilidad: Este método permite trabajar con conjuntos de datos de
diferente tamafio y densidad, lo que lo hace muy versatil en
aplicaciones practicas.

Estabilidad numérica: Aunque la interpolacion polindmica puede
presentar problemas de oscilacion en intervalos grandes (fenémeno
de Runge), la forma de Newton, que utiliza diferencias divididas,

tiende a ser mas estable y menos propensa a errores numeéricos en
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comparacion con otros métodos, como la interpolacion de
Lagrange.

iv.  Facilidad de derivacion: Los polinomios de Newton son
particularmente utiles cuando se necesita calcular derivadas, ya que
su forma permite derivar facilmente el polinomio en cualquier

punto sin necesidad de reconfigurarlo.

La diferenciacion de polinomios de interpolacion es una herramienta
fundamental en el andlisis numérico y en la resolucion de problemas
matematicos que involucran tasas de cambio y pendientes, este proceso
permite obtener derivadas de funciones aproximadas a partir de un conjunto
de puntos discretos, lo que es especialmente util en situaciones donde la
funcidén original no esta explicitamente definida (Ortega y Simental, 2021). La
diferenciacion de polinomios de interpolacién se puede realizar de diversas
maneras, siendo las mas comunes la diferenciacién analitica y la

diferenciacion numérica.

i. Diferenciacion analitica: Dado un polinomio de interpolacion
expresado en forma de Newton, la derivada se puede calcular
directamente aplicando las reglas estdndar de derivacion. En
particular, si tenemos un polinomio \( P(x) =a_0 +a_1(x - x_0) +
a_2(x - x_0)(x - x_1) + \1dots + a_n(x - x_0)(x - x_1)\ cdots(x - x_{n-
1}) \), la derivada \ ( P'(x) \) se puede obtener facilmente aplicando
la derivada a cada término del polinomio.

ii. Diferenciacion numérica: En situaciones donde la funcién no esta
definida de manera explicita o se tiene un polinomio de alto grado,
se pueden emplear métodos numéricos para calcular la derivada.
Entre los métodos mas utilizados es la diferencia dividida, que
permite estimar la derivada de una funcién en un punto utilizando
valores de la funcién en puntos cercanos. Este enfoque es
particularmente util en el contexto de la interpolacién, ya que se
basa en los valores de la funcion en los nodos de interpolacion. de
polinomios de interpolacién, existen varios errores comunes que
pueden comprometer la precision de los resultados:

i. Eleccién inadecuada de nodos: La seleccion de los puntos de

interpolacién es esencial. Si los nodos estan demasiado proximos
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entre si 0 no son representativos de la funcion, la aproximacion
puede resultar poco precisa.

ii. Polinomios de alto grado: Los polinomios de interpolacion de grado
elevado pueden producir oscilaciones indeseadas (fenémeno de
Runge) que afectan la precision de la diferenciacion. Es
fundamental considerar el grado del polinomio y, en algunos casos,
optar por interpolaciones de menor grado o métodos de
interpolacion locales.

iii. Errores de redondeo: En calculos numeéricos, los errores de redondeo
pueden acumularse, especialmente cuando se realizan operaciones
con nimeros muy pequenos o muy grandes. Estos errores pueden
ser particularmente significativos en la diferenciacion de

polinomios.

Para ilustrar la diferenciacion de polinomios de interpolacion,

consideremos el siguiente ejemplo:

Supongamos que tenemos un conjunto de puntos \( (x_0, y_0), (x_1,
y_1), (x_2, y_2) \) donde \( y_i = f(x_i) \). A partir de estos puntos,

construimos el polinomio de interpolacion de Newton:

Para encontrar la derivada en un punto especifico, aplicamos la

diferenciaciéon analitica:

Si deseamos calcular numéricamente la derivada en un punto \(x_0 \)

utilizando diferencias divididas, podriamos estimar:
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donde \(h \) es un pequeno incremento en \(x \).

La diferenciacion de polinomios de interpolacion es un procedimiento
poderoso que combina la teoria de interpolaciéon con la practica de la
diferenciacion. Con el conocimiento de los métodos adecuados y la atencion
a los errores comunes, los matematicos e ingenieros pueden aplicar estas
técnicas con eficacia en una amplia gama de problemas. La capacidad de
aproximar derivadas de funciones a partir de datos discretos no solo es vital
en el contexto académico, sino que encima tiene un impacto significativo en

la toma de decisiones en la vida real.

Los polinomios de interpolaciéon de Newton, como hemos visto,
ofrecen una forma eficiente y efectiva de modelar funciones a partir de un
conjunto de puntos. Su construccidn, basada en diferencias divididas, permite
no solo la aproximacion de la funcién original, sino de igual modo una
derivacidn precisa de sus caracteristicas. Las ventajas que presentan, como la
facilidad de actualizacion y la estabilidad numérica, los convierten en una

herramienta valiosa en la diferenciacidon numérica.

Es importante recordar que, si bien la diferenciacion de polinomios de
interpolacién puede ser un proceso poderoso, incluso conlleva sus desafios.
Los errores comunes, como la eleccidon inadecuada de puntos de interpolacién
o la mala interpretacion de los resultados, pueden llevar a conclusiones
errdneas. Por ello, es esencial aplicar estos métodos con cuidado y realizar un

analisis critico de los resultados obtenidos.

3.2 Diferenciacion numérica: Uso del desarrollo de Taylor

La diferenciacién numérica es una herramienta fundamental en el
analisis matematico que permite aproximar las derivadas de funciones
cuando estas no pueden ser expresadas de manera exacta o cuando se trabaja
con datos discretos. En este contexto, la diferenciacion numérica juega un
papel decisivo, ya que proporciona métodos que permiten obtener

estimaciones de las tasas de cambio de funciones complejas.

Por otro lado, el desarrollo de Taylor es una técnica matematica que

permite representar funciones analiticas como una suma infinita de términos
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calculados a partir de las derivadas de la funcidn en un punto especifico. Esta
representacion no solo ofrece una forma de aproximar funciones, sino que
también es un medio poderoso para entender su comportamiento cercano a
un punto dado. El desarrollo de Taylor se convierte en un aliado esencial en
la diferenciacién numeérica, ya que permite obtener derivadas aproximadas de
funciones complejas a través de la evaluacion de sus valores y derivadas en

un punto determinado (Morales y Cordero, 2014).

La diferenciacion numérica es una herramienta esencial en el analisis
matematico, especialmente cuando se trata de obtener derivadas de funciones
que no pueden diferenciarse de manera analitica. La diferenciacion numérica
se refiere a la aproximacion del valor de la derivada de una funcién mediante
el uso de valores discretos de la funcion en puntos especificos. A diferencia de
la diferenciacion analitica, que se basa en reglas matematicas y formulas, la
diferenciacion numeérica se basa en la evaluacion de la funcién en puntos
cercanos. Esto es especialmente 1util para funciones complicadas,

experimentales o que no tienen una forma explicita.

Existen diferentes métodos para calcular derivadas numéricas, siendo
los mas comunes el método de diferencias finitas, que se basa en la férmula
de la derivada como el limite del cociente de diferencias. En su forma mas
simple, la derivada de una funcion \( f(x) \) en un punto \( x \) se puede

aproximar como:

donde \ (h \) es un pequefio incremento en \( x \).

La diferenciacion numérica tiene una gran relevancia en diversas
disciplinas, desde la ingenieria hasta la fisica y la economia. En muchos casos,
las funciones que se desean analizar pueden ser complejas o no estar definidas
analiticamente, lo que hace que la diferenciaciéon numérica se convierta en la

unica opcion viable para obtener tasas de cambio y otros anélisis relacionados.
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En el caso de la simulacion de sistemas fisicos, las posiciones y velocidades de
los objetos pueden ser representadas por funciones que son dificiles de
derivar de manera exacta. La diferenciacion numérica permite a los cientificos
e ingenieros calcular aceleraciones y otros parametros criticos en sus modelos.

Entre los métodos mas utilizados en la diferenciacion numérica se encuentran:

i Diferencias hacia adelante: Este método utiliza el valor de la funcion

en el punto actual y el siguiente. Se define como:

\[

f'(x) \approx \frac{f(x+h) - f(x)}{h}

\]
ii. Diferencias hacia atrds: Este enfoque utiliza el valor de la funcién en
el punto actual y el anterior. Se expresa como:
\[

f'(x) \approx \frac{f(x) - f(x-h)}{h}

\]

iii. Diferencias centradas: Este método es mas preciso y utiliza los
valores de la funcion en ambos lados del punto de interés. Se
formula asi:

\[

f'(x) \approx \frac{f(x+h) - f(x-h)}{2h}

\]
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Cada uno de estos métodos tiene sus propias ventajas y desventajas en
términos de precision, estabilidad y requerimientos computacionales, lo que
hace necesario seleccionar el método adecuado segun las caracteristicas de la
funcién en estudio y el contexto de la aplicacion. La diferenciaciéon numérica
es un componente esencial del andlisis matematico aplicado, y su
comprension es relevante para la resolucion de problemas en multiples

campos del conocimiento.

El desarrollo de Taylor es una herramienta fundamental en el analisis
matematico que permite aproximar funciones mediante polinomios. Este
método es particularmente util no solo en el calculo de valores de funciones
en puntos cercanos a un valor conocido, sino también en la diferenciaciéon
numeérica, donde se busca obtener derivadas aproximadas (Luna et al., 2024).
El desarrollo de Taylor de una funcién \ (f(x) \) que es suficientemente suave
en torno a un punto \( a \) se delimita como la representacion de \( f(x) \)
como una serie infinita de términos que involucran las derivadas de \ (f \) en

el punto \(a \). Matematicamente, se expresa como:

Los términos de esta serie representan las distintas derivadas de la
funcién en el punto \( a \), multiplicadas por potencias de \( (x - a) \)y
divididas por el factorial correspondiente. Esta representacion permite
aproximar \( f(x) \) mediante un polinomio de grado \( n \), donde el
numero de términos se puede ajustar segun el nivel de precision deseado. El

desarrollo de Taylor presenta varias propiedades notables:

i. Convergencia: Bajo ciertas condiciones, la serie de Taylor converge a
la funcidén original en un intervalo alrededor del punto \(a \). Esta
propiedad es crucial para su aplicacién en la aproximacién de

funciones.
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ii. Exactitud: Cuantos mas términos se incluyan en el desarrollo, mas
precisa serd la aproximacion. Sin embargo, la convergencia y la
exactitud dependen de la eleccion del punto \( a \) y de la
naturaleza de la funcién.

iii.  Derivacién: El desarrollo de Taylor puede ser utilizado para calcular
derivadas de funciones en puntos especificos, lo que es
especialmente util en contextos donde la derivada no se puede

obtener de forma analitica.

El desarrollo de Taylor juega un papel trascendental en la
diferenciacion numérica al proporcionar una base tedrica para estimar
derivadas. Al utilizar la expansién de Taylor, se pueden derivar féormulas de
aproximacion que permiten calcular la derivada de una funcién a partir de
valores en puntos cercanos. Por ejemplo, al considerar la expansion de Taylor

de primer orden, se obtiene la formula de la diferenciacién hacia adelante:

donde \( h \) es un pequefio incremento. De manera similar, se pueden
formular aproximaciones hacia atrds y centradas, lo que permite mayor
flexibilidad y precision en el calculo de derivadas. Ademas, el desarrollo de
Taylor se utiliza para analizar el error en las aproximaciones de diferenciacion
numérica, proporcionando una manera de estimar cuan lejos estd la derivada
aproximada de la derivada real, lo que es crucial para muchas aplicaciones en
ingenieria y fisica. El desarrollo de Taylor no solo es una herramienta
poderosa para la aproximacion de funciones, sino que también se integra de
manera efectiva con la diferenciacion numérica, mejorando la precisién y

versatilidad de los métodos numéricos.

La integracion de la diferenciacion numérica con el desarrollo de Taylor
permite abordar problemas complejos en matematicas y ciencias aplicadas,

ofreciendo un enfoque robusto para estimar derivadas y resolver ecuaciones
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diferenciales (Cevik et al., 2025). Esta sinergia no solo enriquece el andlisis
numeérico, sino que también proporciona herramientas efectivas para la
modelacion y simulacion en diversas disciplinas. Un ejemplo claro de la
integracion de estos conceptos se encuentra en la aproximacion de funciones
en puntos especificos. Cuando se desea calcular la derivada de una funcion en
un punto \(x_0\), se puede utilizar el desarrollo de Taylor para expresar la
funcidn en términos de su valor y sus derivadas en \ (x_0\). 5i \ (f(x)\) es una
funcion suficientemente suave, el desarrollo de Taylor hasta el primer orden

se puede escribir como:

De esta forma, la derivada \(f'(x_0)\) puede ser estimada utilizando
valores de la funcion en puntos cercanos a \ (x_0\). En situaciones en las que
no se dispone de una expresion analitica de la derivada, los métodos de
diferenciacion numérica, como las diferencias finitas, pueden
complementarse con el desarrollo de Taylor para mejorar la precision de las
estimaciones. Otro ejemplo se encuentra en la resolucion de ecuaciones
diferenciales. Al aplicar métodos numéricos, como el método de Euler o el
meétodo de Runge-Kutta, se pueden utilizar desarrollos de Taylor para derivar
las férmulas de aproximacion. Esto permite obtener resultados mas precisos
al considerar términos adicionales en el desarrollo que representan mejor el

comportamiento de la solucién en intervalos cortos.

La integracion de la diferenciacion numeérica y el desarrollo de Taylor
presenta varias ventajas. En primer lugar, mejora la precision de las
aproximaciones, ya que los términos adicionales en el desarrollo de Taylor
pueden capturar mejor la curvatura de la funcion. En segundo lugar,
proporciona un marco tedrico solido para entender el error en las
estimaciones, lo que permite ajustar los métodos numéricos segun las

necesidades especificas de cada problema.

Sin embargo, este enfoque incluso tiene desventajas, la complejidad de
los cdlculos puede aumentar significativamente, especialmente si se

consideran términos de orden superior en el desarrollo de Taylor. Ademas, la
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eleccion de la cantidad de términos a incluir en el desarrollo puede ser critica;
un numero insuficiente puede llevar a errores significativos, pese a que un
namero excesivo puede complicar los cédlculos y requerir mas recursos

computacionales.

Las perspectivas futuras en la integracion de la diferenciacion
numérica y el desarrollo de Taylor son prometedoras. La trascendencia de la
computacion y la inteligencia artificial, se estan desarrollando algoritmos mas
sofisticados que combinan estas técnicas para abordar problemas cada vez
mas complejos. Ademas, la exploracion de nuevas metodologias, como el uso
de andlisis de datos y técnicas de aprendizaje automatico, puede revolucionar

la forma en que se aplican estos conceptos en la practica.

3.3 Aproximacion por Diferencias: Implementaciones en GNU
Octave y Python

La aproximacién por diferencias es una técnica fundamental en el
andlisis numérico que permite estimar derivadas de funciones mediante el uso
de valores discretos. En la actualidad los datos se generan y almacenan en
formatos digitales, la capacidad de obtener derivadas de manera efectiva y
precisa se vuelve decisivo para una amplia gama de aplicaciones, desde la
ingenieria hasta la economia y las ciencias naturales. La aproximacion por
diferencias es una técnica que se utiliza para estimar derivadas de funciones
a partir de valores discretos. Esta metodologia es especialmente util en
situaciones donde no se dispone de una expresion analitica de la funcién o

cuando se trabaja con datos experimentales.

La aproximacion por diferencias se basa en la idea de que la derivada
de una funcion en un punto puede ser estimada utilizando los valores de la
funcion en puntos cercanos. Esto se logra mediante la formulacién de
diferencias finitas, que son expresiones que representan la variacion de la
funciéon en términos de intervalos discretos. Existen varios tipos de

aproximaciones por diferencias, entre las cuales las mds comunes son:

- Diferencia hacia adelante: Esta aproximacion utiliza el valor de la funcién

en un punto y el valor en un punto posterior para estimar la derivada.

- Diferencia hacia atras: A diferencia de la anterior, esta utiliza el valor de la

funcién en un punto y el valor en un punto anterior.
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- Diferencia central: Esta técnica combina los valores de la funcion en puntos
anteriores y posteriores, proporcionando una estimaciéon mas precisa de la

derivada.

Matematicamente, la derivada de una funcién \ (f(x) \) en un punto \ (

x \) puede aproximarse como:

- Diferencia hacia adelante:

- Diferencia hacia atras:

- Diferencia central:

donde \(h \) es un pequeno incremento en \(x \).

La aproximacion por diferencias es relevante en el campo del analisis
numérico porque permite resolver problemas que, de otro modo, serian
inabordables mediante métodos analiticos. Se aplica en diversas disciplinas,
como la fisica, la ingenieria y la economia, donde se requiere el andlisis de
cambios en sistemas complejos. Al permitir la estimacion de derivadas y la
resolucion de ecuaciones diferenciales, esta técnica facilita la simulacion y el
modelado de fendmenos naturales y procesos industriales (Gonzalez, 2008).
Ademas, la aproximacion por diferencias es fundamental en la discretizacion
de problemas continuos, lo que permite el uso de computadoras para obtener
soluciones numéricas. Esto es particularmente relevante en la modelizacion
de sistemas donde los datos se obtienen de manera discreta, como en
experimentos fisicos o en el andlisis de series temporales. Las aplicaciones de
la aproximaciéon por diferencias son vastas y variadas. Algunos ejemplos

incluyen:

i. Cdlculo de velocidades y aceleraciones: En fisica, se puede utilizar para
estimar la velocidad de un objeto a partir de su posicion en

diferentes momentos.
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ii. Andlisis de series temporales: En economia y finanzas, se puede
aplicar para identificar tendencias y cambios en datos historicos,
como tasas de crecimiento o fluctuaciones en precios.

iii.  Simulacién de modelos matemdticos: En ingenieria, la técnica se utiliza
para resolver ecuaciones diferenciales que describen sistemas
dinamicos, como circuitos eléctricos o sistemas mecanicos.

iv. Optimizacion de funciones: En campos como la inteligencia artificial,
la aproximacion por diferencias se utiliza para calcular gradientes
y optimizar funciones objetivo en algoritmos de aprendizaje

automatico.

La aproximacion por diferencias se puede implementar utilizando una
funcioén que calcule la derivada de una funciéon dada en un punto especifico.
La férmula basica para la derivada aproximada utilizando diferencias finitas

es:

- Diferencia hacia adelante:

- Diferencia hacia atras:

- Diferencia centrada:
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Donde \( h \) es un pequefio nimero que representa el tamano del
paso. A continuacion, se presenta una estructura basica del codigo en GNU

Octave para implementar estas aproximaciones:

octave
function df = aproximacion_diferencias(func, x, h, metodo)
switch metodo
case 'adelante’
df = (func(x + h) - func(x)) / h;
case 'atras'
df = (func(x) - func(x - h)) / h;
case 'centrada'
df = (func(x + h) - func(x - h)) / (2 h);
otherwise
error('Método no valido. Use "adelante", "atras" o "centrada".");

end

end

Para ilustrar la implementacion, consideremos la funcion \ ( f(x) = x"2
\) y calculemos la derivada en el punto \( x =2 \) utilizando el método de

aproximacion centrada.

Primero, definamos la funcion:
octave
function y = f(x)

y =x"2;
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end

Luego, utilicemos la funcion de aproximacion de diferencias:

octave
h =0.01; % Tamano del paso

x=2; % Punto en el que queremos calcular la derivada

derivada_adelante = aproximacion_diferencias(@f, x, h, 'adelante’);
derivada_atras = aproximacion_diferencias(@f, x, h, 'atras’);

derivada_centrada = aproximacion_diferencias(@f, x, h, 'centrada’);

fprintf('Derivada (adelante): %f\n', derivada_adelante);
fprintf('Derivada (atras): %f\n', derivada_atras);

fprintf('Derivada (centrada): %f\n', derivada_centrada);

Al ejecutar este codigo, obtendremos las aproximaciones de la derivada
en el punto especificado. Este enfoque no solo demuestra la funcionalidad del
algoritmo, sino que de igual modo ilustra cdmo se puede aplicar en un
entorno real de programacion. Python se ha consolidado como uno de los
lenguajes de programacion mas populares en el ambito del andlisis numérico
y la ciencia de datos. Su sintaxis sencilla y las potentes bibliotecas disponibles
facilitan la implementaciéon de algoritmos complejos, como la aproximacion

por diferencias.

Para realizar la aproximaciéon por diferencias en Python, es
fundamental contar con algunas bibliotecas populares que facilitan los

calculos numéricos y la manipulacién de datos. Las mas relevantes son

76



NumPy y Matplotlib. Para instalarlas, es recomendable utilizar pip, el gestor

de paquetes de Python. Ejecuta los siguientes comandos en tu terminal:

bash

pip install numpy matplotlib

Con estas librerias instaladas, estardas listo para realizar calculos
numeéricos y visualizar los resultados. La implementacion del algoritmo de
aproximacion por diferencias en Python sigue una estructura clara y concisa.
En seguida, se presenta un esqueleto basico del cddigo que puedes utilizar

como referencia:

python

import numpy as np

def aproximacion_por_diferencias(funcion, x, h=1e-5):

Aproxima la derivada de una funcion en un punto dado utilizando

diferencias finitas.

Args:
funcion: La funcién de la cual se desea calcular la derivada.
x: El punto en el que se desea evaluar la derivada.

h: El tamafio del paso para la aproximacion.

Returns:

Derivada aproximada en el punto x.
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return (funcion(x + h) - funcion(x - h)) / (2 h)

En  este  codigo, definimos  una  funcion  llamada
aproximacion_por_diferencias que toma como argumentos otra funcion, un
punto x y un tamano de paso h. Utilizamos la férmula de diferencias
centradas para calcular la derivada en el punto especificado. Para ilustrar la
implementacién, consideremos la funcion \( f(x) = x*2 \) y calculemos su
derivada en el punto \(x=3 \). La derivada tedrica de esta funcién es \ ( f'(x)
=2x \), que en \(x =3 \) es igual a 6. Seguidamente, se muestra un ejemplo

completo que incluye la visualizacion del resultado:

python
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

Definimos la funcion
def funcion(x):

return x2

Calculamos la derivada aproximada
x=3

derivada_aproximada = aproximacion_por_diferencias(funcion, x)

Mostramos los resultados

"

print(f"La derivada aproximada de f(x) en x={x} es: {derivada_aproximada}")

Visualizacién
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x_vals = np.linspace(0, 6, 100)

y_vals = funcion(x_vals)

plt.plot(x_vals, y_vals, label="f(x) = x"2")

plt.scatter([x], [funcion(x)], color="red') Punto de evaluacion
plt.title('Grafica de la funcion y su derivada')

plt.xlabel('x")

plt.ylabel('f(x)")

plt.axhline(0, color="black’, linewidth=0.5, 1s='--")

' ]

plt.axvline(0, color="black’, linewidth=0.5, 1s='--")

plt.legend()

plt.grid()

plt.show()

En este ejemplo, se reduce la funcion \( f(x) = x*2 \), se calcula la
derivada en \(x =3 \) utilizando la funcién de aproximacién por diferencias,
y se visualiza la grafica de la funcion junto con el punto evaluado. Al ejecutar
este script, obtendras tanto el valor de la derivada aproximada como una
representacion grafica que ilustra la funcién y el punto de interés. Con esta
implementacidon, has aprendido a utilizar Python para llevar a cabo la
aproximacion por diferencias, lo que te permitird analizar y resolver

problemas numéricos de manera eficiente y visualmente atractiva.

A través de la implementacion practica en GNU Octave, hemos visto
cOmo su sintaxis y estructura de codigo pueden ser utilizadas para calcular
derivadas de manera efectiva. Por otro lado, Python, con sus potentes librerias
y su versatilidad, ofrece una alternativa igualmente robusta para quienes
prefieren trabajar en este entorno. La comparacion de ambas

implementaciones no solo resalta las similitudes en la logica detras del
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algoritmo, sino que encima pone de manifiesto las peculiaridades y ventajas

de cada lenguaje.

3.4 Derivadas Parciales por Diferencias: Implementacion y
Comparativa en GNU Octave y Python

La aproximacion de derivadas parciales es un tema fundamental en el
analisis numérico, ya que permite estimar la variaciéon de funciones
multivariables respecto a varias variables independientes. Las derivadas
parciales son una extension del concepto de derivadas a funciones que
dependen de mas de una variable (Thomas, 2010). Para una funcién \ ( f(x, y)
\), la derivada parcial respecto a \( x \) se define como el limite de la razon
de cambio de \( f \) cuando se varia \( x \) en tanto se mantiene \(y \)

constante. Matematicamente, se expresa como:

De manera similar, podemos definir la derivada parcial respectoa \(y
\). Este concepto es esencial, ya que permite analizar cémo la funcion se
comporta en funcion de cada variable por separado, lo que resulta til en la
optimizacion y en el andlisis de sistemas complejos. En el contexto del andlisis
numérico, las derivadas parciales son esenciales para la resolucion de
ecuaciones diferenciales parciales y para la implementacion de algoritmos de
optimizacidon que requieren gradientes. Sin embargo, el calculo analitico de
derivadas parciales puede volverse impractico para funciones complejas o

para aquellos modelos donde la forma explicita de la funcién no es conocida.

Por esta razdn, las técnicas de aproximacion, como las diferencias
finitas, se convierten en herramientas valiosas que permiten a los
investigadores y profesionales obtener estimaciones de derivadas de manera

computacional. La aproximacion de derivadas parciales mediante diferencias
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finitas es una técnica fundamental en el andlisis numérico y se utiliza

ampliamente en diversas aplicaciones cientificas e ingenierias.

El método de diferencias hacia adelante es una técnica sencilla y directa
para aproximar la derivada parcial de una funcion. Este método utiliza el
valor de la funcion en un punto y en un punto adyacente. La férmula para la

derivada parcial de una funcion \ (f(x, y) \) respectoa \ (x \) se expresa como:

donde \ (h \) es un pequefio incremento en la variable \ (x \). Este método es
particularmente util cuando se necesita evaluar la derivada en un punto
especifico y se tiene acceso a los valores de la funcidon en puntos cercanos. El
meétodo de diferencias hacia atrds es otra técnica de aproximacion que se basa
en el valor de la funcion en el punto actual y en un punto anterior. La formula
para la derivada parcial de \( f(x, y) \) respecto a \( x \) se puede escribir

COmao:

Al igual que con el método de diferencias hacia adelante, \ (h \) debe
ser un valor pequefo. Este enfoque es util cuando se desea evaluar la derivada
en un punto, pero se tiene mas informacién sobre el comportamiento de la
funcién en puntos previos. El método de diferencias centradas combina las
ideas de las diferencias hacia adelante y hacia atrads, proporcionando una
aproximacion mas precisa de la derivada. La férmula para la derivada parcial

de \(f(x, y) \) respecto a \(x \) se reduce como:
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\[
\frac{\partial f}{\partial x} \approx \frac{f(x + h, y) - f(x - h, y)}{2h}
\1

Este método utiliza los valores de la funcion en ambos lados del punto
en cuestion, lo que permite cancelar errores de aproximacion que pueden
estar presentes en los métodos de diferencias hacia adelante y hacia atras. Es
especialmente ventajoso en situaciones donde se busca una mayor precision
en la estimacion de la derivad. La implementacion de métodos de
aproximacion por diferencias finitas en GNU Octave es un proceso
relativamente sencillo gracias a su sintaxis intuitiva y a su naturaleza similar
a MATLAB. ;Como implementar la aproximacion de derivadas parciales
utilizando el método de diferencias centradas? supongamos que deseamos
calcular la derivada parcial de una funcién \ (f(x, y) =x"2 +y”"2 \) con respecto

a \(x \) en un punto especifico.

octave
pkg load symbolic
syms x y; % Define x e y como variables simbdlicas
f =x"2 +y”2; % Define la funcion
df_dx = diff(f, x); % Calcula la derivada parcial con respecto a x

df_dy = diff(f, y); % Calcula la derivada parcial con respecto a'y

disp(df_dx);

disp(df_dy);
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Este codigo define una funcion derivada_parcial_x que toma como
argumentos la funciéon \( f \), las coordenadas \(x \) y \(y \), y el tamafio
del paso \( h \). Utiliza la formula de diferencias centradas para calcular la
derivada parcial y la imprime en la consola. Para visualizar los resultados de
nuestras aproximaciones, podemos utilizar la funcion de graficado de GNU
Octave. En el caso de, si queremos graficar la funcion \ (f(x, y) \) en un rango
dado y observar como se comporta la derivada en diferentes puntos, podemos

proceder de la siguiente manera:

octave
% Definir los vectores de coordenadas
x =-5:0.5:5;

y =-3:0.2:3;

% Crear la malla de puntos

[X, Y] = meshgrid(x, y);

% Visualizar la malla (opcional)

figure; % Crea una nueva ventana de figura
plot(X, Y, 'r."); % Grafico de puntos rojos
title('Malla de puntos en Octave');
xlabel('X");

ylabel('Y");

grid on;

Este fragmento de cddigo crea una superficie tridimensional de la
funciéon y resalta el punto donde se calculdo la derivada parcial. La

visualizaciéon es una parte trascendental en el andlisis numérico, ya que
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permite entender mejor el comportamiento de la funcién y sus derivadas en
diferentes regiones del espacio. Con estas herramientas y ejemplos, los
usuarios de GNU Octave podran implementar y visualizar la aproximacion

de derivadas parciales por diferencias finitas de manera efectiva.

Para llevar a cabo la implementacion de la aproximacion de derivadas
parciales por diferencias finitas en Python, es esencial contar con un entorno
adecuado. Python es un lenguaje muy popular en la comunidad cientifica y
de analisis numérico debido a su simplicidad y a la vasta cantidad de
bibliotecas disponibles. En este caso, vamos a utilizar las bibliotecas NumPy
y Matplotlib, que son fundamentales para realizar calculos numéricos y
visualizacién de datos, respectivamente. Para instalar estas bibliotecas, se

pueden utilizar los siguientes comandos en la terminal:

bash

pip install numpy matplotlib

En seguida, se presenta un ejemplo de cddigo que implementa la
aproximacién de la derivada parcial de una funcién \ (f(x, y) \) utilizando el
método de diferencias centradas. Consideremos la funcién \ ( f(x, y) = x2 +
y”~2 \). Para calcular la derivada parcial con respecto a \( x \) y \(y \), el

cddigo seria el siguiente:
python
def f(x, y):
return x*2 + y**2 # Return the sum of squares of x and y
def derivada_parcial_x(f, x, y, h=1e-5):

return (f(x + h, y) - f(x - h, y)) /(2 *h) # Use * for multiplication
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def derivada_parcial_y(f, x, y, h=1e-5):

return (f(x, y + h) - f(x, y -h)) / (2 h) # Use * for multiplication

# Points where we will calculate the partial derivatives
x=1.0

y=2.0

# Calculate the partial derivatives
df_dx = derivada_parcial_x(f, x, y)

df_dy = derivada_parcial_y(f, x, y)

print(f"Derivada parcial de f con respecto a x en ({x}, {y}): {df_dx}")

"n

print(f"Derivada parcial de f con respecto a y en ({x}, {y}): {df_dy}")

Este cddigo define la funcion \( f \) y dos funciones que calculan las
derivadas parciales con respecto a \( x \) y \(y \) utilizando el método de
diferencias centradas. Luego, se calcula y se imprime el resultado de las
derivadas parciales en un punto especifico. Para visualizar los resultados,
podemos utilizar Matplotlib para graficar la funcion y sus derivadas parciales.
Después, se presenta un cddigo adicional que muestra como generar un
grafico de la funcidon \( f(x, y) \) y cdmo las derivadas parciales afectan la

pendiente en el plano:

python
# Define the function f(x, y)
def f(x, y):

return x*2 + y**2 # Example function: f(x, y) = x"2 + y"2
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# Visualize the function in a text-based grid
def visualize():
for y in range(5, -6, -1): # Start from 5 to -5 for y-axis
line="" # Reset the line for each row
for x in range(-5, 6): # From -5 to 5 for x-axis
z=1(x, y) /10 # Scale down z-axis values for visibility
if (x, y)==(1, 2): # Highlight point (1, 2)
line+="R" #"R" for red point of interest
else:

line+="." #"." for regular points

print(line) # Print the line for the current y value

# Call the visualize function

visualize()

Este script crea un grafico tridimensional de la funciéon, mostrando la
superficie generada por \ (f(x, y) \) y destacando el punto donde se calcularon
las derivadas parciales. La visualizacion proporciona una comprension
intuitiva de coémo la funcién se comporta en un entorno tridimensional, asi
como la relacion entre la funcion y sus derivadas. La implementacion en
Python no solo es directa y accesible, sino que también permite realizar
calculos complejos de manera eficiente, lo que la convierte en una herramienta

poderosa para el andlisis numérico y la simulacién.
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Capitulo IV

Integracion numeérica con Python

La integracion numérica, fundamental para las matematicas aplicadas,
se ocupa de la aproximacion de integrales definidas y no definidas utilizando
meétodos computacionales. En lugar de calcular el valor exacto de una integral,
que a menudo puede ser complicado o incluso imposible de obtener
analiticamente, los métodos numéricos permiten obtener estimaciones
precisas que se pueden calcular con un ordenador. Esta técnica es esencial en
diversos campos, como la ingenieria, la fisica, la economia y la biologia, donde
los modelos matematicos a menudo requieren la integracion de funciones

complejas.

La importancia de la integracion numérica en la computacion cientifica
radica en su capacidad para manejar problemas intrinsecamente dificiles.
Muchas ecuaciones diferenciales, asi, no pueden resolverse de forma analitica
y requieren el uso de la integracion numérica para obtener soluciones
aproximadas. Asimismo, en la simulacién de fendmenos naturales y en la
optimizacion de sistemas, la integracidon numérica se convierte en una
herramienta vital, ya que permite la evaluacién de areas bajo curvas,
volimenes de sélidos y otros conceptos que son esenciales para el analisis

cuantitativo.

4.1 Métodos de integracion numérica

La integracién numérica se refiere a una variedad de técnicas utilizadas
para aproximar el valor de una integral, especialmente cuando no es posible
obtener una solucion analitica. Existen multiples métodos, cada uno con sus
ventajas y desventajas, que se adaptan a diferentes tipos de funciones y
contextos. El método del trapecio es uno de los mas simples y ampliamente
utilizados para la integraciéon numérica. Este método se basa en la idea de
aproximar la regién bajo la curva de una funcién por un trapezoide, en lugar
de utilizar rectangulos como en la regla de los rectangulos (Casteleiro, 2002).
Al dividir el intervalo de integraciéon en \( n \) subintervalos, se calcula el

area de cada trapezoide y se suman estas areas para obtener una
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aproximacion del valor total de la integral. La formula del método del trapecio

se puede expresar como:

\[

\int_a”b f(x) \, dx \approx \frac{b - a{{2n} \left[ f(a) + 2 \sum_{i=1}"{n-1}
f(x_i) + f(b) \right]

\]

donde \(x_i=a+1i \cdot \Delta x \) y \( \Delta x = \frac{b - a}{n} \).

Para implementar el método del trapecio en Python, se puede utilizar
una funcion sencilla que reciba como parametros la funcion a integrar, los

limites de integracion y el nimero de subintervalos. Para nuestra:

python

import numpy as np

def metodo_trapecio(f, a, b, n):
x =np.linspace(a, b, n +1)
y =f(x)
integral = (b-a) /(2 n) (y[0] +2 np.sum(y[1:-1]) + y[-1])

return integral

Ejemplo de uso
f =lambda x: x2
resultado = metodo_trapecio(f, 0, 1, 100)

print(f'Integral aproximada: {resultado}')
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Supongamos que queremos calcular la integral de \ ( f(x) =x"2 \) en el
intervalo [0, 1]. Utilizando el método del trapecio con 100 subintervalos,
obtendremos una aproximacion de la integral. El resultado deberia

aproximarse a \ (\frac{1}{3}\) o aproximadamente 0.3333.

La regla de Simpson es otro método popular para la integracion
numeérica que ofrece una mayor precision que el método del trapecio,
especialmente para funciones suaves. Este método usa polinomios de
segundo grado para aproximar la funcion en cada par de intervalos y se basa
en la idea de interpolar los puntos mediante parabolas (Ezquerro, 2012). La

férmula de la regla de Simpson se expresa como:

\[

\int_a”b f(x) \, dx \approx \frac{b - al{{6én} \left[ f(a) + 4 \sum_{i=1}"{n}
f(x_{2i-1}) + 2 \ sum_{i=1}"n-1} f(x_{2i}) + f(b) \right]

\]

donde \(n \) debe ser pary \(x_i=a+1i \cdot \Deltax \).

La implementacién de la regla de Simpson en Python es similar a la del
método del trapecio, pero requiere un ajuste para manejar los coeficientes de

la suma. En seguida, se presenta un ejemplo:

python
def regla_simpson(t, a, b, n):
ifn%2==1:
raise ValueError("n debe ser par")
x =np.linspace(a, b, n +1)

y = f(x)
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integral = (b -a) /(6 n) (y[0] +4 np.sum(y[1:-1:2]) + 2 np.sum(y[2:-2:2]) +
yl[-11)

return integral

Ejemplo de uso
resultado_simpson = regla_simpson(f, 0, 1, 100)

print(f'Integral aproximada por Simpson: {resultado_simpson}')

Siguiendo el mismo ejemplo de \( f(x) =x*2 \) en el intervalo [0, 1] y
utilizando 100 subintervalos, la regla de Simpson proporcionara una

aproximacion mas precisa de la integral.

Los métodos adaptativos son técnicas de integracion que ajustan
dindmicamente el tamafo de los subintervalos segun la variabilidad de la
funcion a integrar. En regiones donde la funcion presenta cambios bruscos, se
usan subintervalos mas pequefios, en tanto que en regiones suaves se pueden
utilizar subintervalos mas grandes (Canchoa, 2009). La implementacion de un
método adaptativo puede ser mdas compleja, pero un enfoque comun es usar
la regla del trapecio o Simpson de forma recursiva, ajustando los
subintervalos segun el error estimado. Aqui tienes un ejemplo basico

utilizando el método del trapecio:

python
def metodo_adaptativo(t, a, b, tol, max_iter):
def trapecio_recursivo(a, b, tol):
n=1
integral = metodo_trapecio(f, a, b, n)
while True:

n=2

90



nuevo_integral = metodo_trapecio(f, a, b, n)

if np.abs(nuevo_integral - integral) < tol or n > max_iter:
break

integral = nuevo_integral

return integral

return trapecio_recursivo(a, b, tol)

Ejemplo de uso
resultado_adaptativo = metodo_adaptativo(f, 0, 1, 1e-5, 10)

print(f'Integral aproximada adaptativa: {resultado_adaptativo}')

Utilizando el método adaptativo para calcular la integral de \( f(x) =
x"2 \) en el intervalo [0, 1] con una tolerancia de \( 1 \times 10"{-5} \), el
resultado deberia ser muy cercano a \( \frac{1}{3} \). Estos métodos de
integracion numérica proporcionan herramientas versatiles y efectivas para
abordar problemas de integracion en diversas aplicaciones cientificas y de
ingenieria. La eleccion del método adecuado depende de la funcion a integrar

y los requisitos de precision y eficiencia.

NumPy es una biblioteca fundamental para la computacién numérica
en Python. Aunque no estd disefiada especificamente para la integracion,
proporciona funciones que son utiles para realizar calculos matematicos que
a menudo se relacionan con la integracion. En efecto, la funcién numpy.trapz
permite calcular la integral definida de un conjunto de puntos usando el
método del trapecio, y numpy.cumsum puede ser util para sumas
acumuladas que contribuyen a la integracion. Entonces, se muestra un
ejemplo de cémo utilizar NumPy para calcular la integral de una funciéon

simple, como \ ( f(x) =x"2 \), en el intervalo de 0 a 1:
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python

import numpy as np

Definimos el rango y el nimero de puntos
x =np.linspace(0, 1, 100)

y =Xx2

Calculamos la integral usando el método del trapecio
integral = np.trapz(y, x)

"

print(f'La integral de x*2 desde 0 hasta 1 es aproximadamente: {integral}")

SciPy es una biblioteca que se basa en NumPy y proporciona un
conjunto mas amplio de herramientas cientificas, incluyendo funciones
especificas para la integracién. El submodulo scipy.integrate incluye métodos
como quad para integracion adaptativa, dblquad para integrales dobles y
odeint para resolver ecuaciones diferenciales. Aqui hay un ejemplo de como
utilizar scipy.integrate.quad para calcular la integral de \ (f(x) = \sin(x) \) en

el intervalodeOa \( \pi \):

python
from scipy.integrate import quad

import numpy as np

Definimos la funcion a integrar

def f(x):

return np.sin(x)

92



Calculamos la integral
resultado, error = quad(f, 0, np.pi)

print(f'La integral de sin(x) desde 0 hasta pi es aproximadamente:

"n

{resultado}")

Si bien NumPy ofrece funciones basicas para la integracion, SciPy
proporciona métodos mas sofisticados y precisos. En spi, scipy.integrate.quad
estd disefiado para manejar integrales complicadas y puede ofrecer
estimaciones de error, lo que no esta disponible en las funciones de NumPy.
SymPy es una biblioteca de Python para matematicas simbdlicas, lo que
significa que puede realizar calculos algebraicos con variables en lugar de solo
numeros. Esto incluye la capacidad de realizar integracion simbodlica, lo que
es atil cuando se desea obtener una expresion analitica de una integral. He

aqui un modelo de cémo usar SymPy para calcular la integral simbdlica de \ (
f(x) =x"2\):

python

from sympy import symbols, integrate

Definimos la variable simbolica

x = symbols('x’)

Definimos la funcion

funcion = x2

Calculamos la integral
integral = integrate(funcion, (x, 0, 1))

print(f'La integral simbdlica de x*2 desde 0 hasta 1 es: {integral}")
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SymPy es especialmente util en campos donde se requiere una
comprension profunda de la integral, como en la fisica tedrica o la ingenieria.
Permite a los investigadores obtener soluciones exactas y trabajar con
derivadas e integrales en un formato legible. NumPy es ideal para cdlculos
basicos y operaciones con matrices, SciPy proporciona métodos avanzados y
precisos, y SymPy se destaca en la integracion simbolica. La eleccion de la
biblioteca dependera de las necesidades especificas del usuario y de la

complejidad de los problemas que se deseen resolver.

4.2 Integracion de Newton-Cotes y Cuadraturas de Gauss con
GNU Octave y Python

La integracion numérica es una herramienta fundamental en diversas
ramas de la ciencia y la ingenieria, ya que permite calcular dreas, volumenes
y otras magnitudes que no pueden ser evaluadas de forma analitica. Dentro
de este campo, las formulas de Newton-Cotes y las cuadraturas de Gauss son
dos de los métodos mas utilizados para aproximar integrales definidas. Las
formulas de Newton-Cotes son un conjunto de métodos de integracion
numeérica que se basan en la interpolacion polindmica. Estas formulas se
derivan de la idea de aproximar el integrando mediante un polinomio que
pasa a través de un conjunto de puntos conocidos. El nombre "Newton-Cotes"
proviene de los matematicos Isaac Newton y Richard Cotes, quienes

contribuyeron al desarrollo de estas técnicas en el siglo XVIIL

Existen dos categorias principales de férmulas de Newton-Cotes: las
férmulas abiertas y las formulas cerradas. Las formulas cerradas utilizan los
extremos del intervalo de integracion como puntos de evaluacion, pese a que
las féormulas abiertas utilizan puntos que no incluyen los extremos del
intervalo. Estas formulas se pueden clasificar segin el niumero de puntos
utilizados para la interpolacion, lo que resulta en diferentes ordenes de

precision.

Las cuadraturas de Gauss son un método mas sofisticado para la
aproximacion de integrales que se basa en la teoria de los polinomios
ortogonales. En lugar de utilizar puntos equidistantes como en las féormulas

de Newton-Cotes, las cuadraturas de Gauss seleccionan puntos de evaluacion
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(llamados nodos) y pesos asociados de manera que maximicen la precision de
la aproximacion. Este enfoque permite que las cuadraturas de Gauss sean
especialmente efectivas para funciones que son suaves y continuas,
ofreciendo una precisién superior en comparacion con las féormulas de

Newton-Cotes del mismo grado.

El desarrollo de las cuadraturas de Gauss se atribuye a Carl Friedrich
Gauss, quien formul6 estas técnicas en el siglo XIX. La mas conocida de estas
cuadraturas es la cuadratura de Gauss-Legendre, que se utiliza ampliamente
debido a su capacidad para aproximar integrales definidas con un alto grado

de precision.

Las formulas de Newton-Cotes y las cuadraturas de Gauss son
fundamentales en la integracion numérica, ya que permiten a los
investigadores y profesionales obtener resultados precisos y eficientes en una
amplia gama de aplicaciones (Raffo et al.,, 2007). Desde la resolucion de
problemas en fisica e ingenieria hasta la modelizacion de fenémenos en
biologia y economia, estas técnicas son esenciales cuando se requiere evaluar

integrales que no pueden ser calculadas de forma analitica.

La eleccién entre las formulas de Newton-Cotes y las cuadraturas de
Gauss depende de varios factores, incluyendo la naturaleza de la funcion a
integrar, el intervalo de integracion y el nivel de precision requerido. Ambas
técnicas tienen sus ventajas y desventajas, y su correcta implementacion

puede marcar la diferencia en la calidad de los resultados obtenidos.

La implementacion de las formulas de Newton-Cotes en GNU Octave
es un proceso accesible que permite a los usuarios llevar a cabo integraciones
numeéricas de manera efectiva. Este software, que es una alternativa de codigo
abierto a MATLAB, proporciona un entorno de programacion amigable que
facilita la experimentacion con diferentes métodos de integracion. Las
férmulas de Newton-Cotes se pueden clasificar en dos grupos: férmulas

cerradas y formulas abiertas.

Las féormulas cerradas de Newton-Cotes, como el método del trapecio
y la regla de Simpson, son algunas de las mas utilizadas. Aqui se muestra

como implementar la regla de Simpson en GNU Octave:

95



octave

function I = simpson(f, a, b, n)
% f: funciodn a integrar
% a: limite inferior
% b: limite superior

% n: numero de subintervalos (debe ser par)

h = (b -a)/n; % ancho del subintervalo
x = a:h:b; % puntos de evaluacion

y = f(x); % valores de la funcién en los puntos

I=(h/3) (y(1)+4 sum(y(2:2:end-1)) + 2 sum(y(3:2:end-2)) + y(end));

end

% Ejemplo de uso

f = @(x) x."2; % funcion a integrar
a =0; % limite inferior

b =1; % limite superior

n = 10; % numero de subintervalos
resultado = simpson(f, a, b, n);

disp(['Resultado de la integral: ', num2str(resultado)]);

Las formulas abiertas, como la regla de Boole, son menos comunes,

pero también se pueden implementar en GNU Octave. Aqui hay un ejemplo
basico de la regla de Boole:
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octave

function I = boole(f, a, b, n)
% f: funciodn a integrar
% a: limite inferior
% b: limite superior

% n: numero de subintervalos (debe ser multiplo de 4)

h = (b -a)/n; % ancho del subintervalo
x = a:h:b; % puntos de evaluacion

y = f(x); % valores de la funcién en los puntos

I = (2h/45) (7y(1) + 32sum(y(2:4:end-1)) + 12sum(y(3:4:end-2)) +
32sum(y(4:4:end-1)) + 7y(end));

end

% Ejemplo de uso

f = @(x) sin(x); % funcion a integrar
a =0; % limite inferior

b = pi; % limite superior

n = 8; % numero de subintervalos
resultado = boole(f, a, b, n);

disp(['Resultado de la integral: ', num2str(resultado)]);

Para evaluar la efectividad de las féormulas de Newton-Cotes
implementadas, es util comparar los resultados obtenidos con diferentes

métodos. Esto se puede hacer calculando la integral de una funcion conocida,
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como \ ( f(x) =e™-x"2} \), y comparando las aproximaciones generadas por la

regla del trapecio, la regla de Simpson y la regla de Boole.

octave

f = @(x) exp(-x."2); % funcidn a integrar
a =0; % limite inferior

b =1; % limite superior

n = 10; % nuimero de subintervalos

trapecio_resultado = trapecio(f, a, b, n);
simpson_resultado = simpson(f, a, b, n);

boole_resultado =boole(f, a, b, n);

disp(['Resultado con la regla del trapecio: ', num2str(trapecio_resultado)]);
disp(['Resultado con la regla de Simpson: ', num2str(simpson_resultado)]);

disp(['Resultado con la regla de Boole: ', num2str(boole_resultado)]);

Para implementar las cuadraturas de Gauss en Python, es crucial contar
con las bibliotecas adecuadas que faciliten los calculos numéricos, las
bibliotecas mds recomendadas son NumPy y SciPy, que proporcionan
potentes herramientas para la manipulacién de arreglos y la integracion
numeérica. Para instalar estas bibliotecas, se puede utilizar el gestor de

paquetes pip. He aqui el comando que se debe ejecutar en la terminal:

bash

pip install numpy scipy
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Una vez instaladas, se pueden importar facilmente en el script de
Python:

python
import numpy as np

from scipy import integrate

La cuadratura de Gauss permite aproximar integrales definidas
mediante la evaluacién de la funcion en puntos estratégicos, conocidos como
puntos de Gauss, y ponderando estas evaluaciones con los pesos
correspondientes. Por loque la cuadratura de Gauss para integrar una funcion

sencilla, como \ (f(x) = eM-x"2}\) en el intervalo \([-1, 1]\), se puede ver aqui:

python
import numpy as np

from scipy import integrate

Definimos la funcién a integrar
def f(x):

return np.exp(-x2)

Realizamos la integracion utilizando la cuadratura de Gauss

resultado, error = integrate.quad(f, -1, 1)

Mostramos el resultado

"

print(f'Resultado de la integracion: {resultado}")
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print(f"Error estimado: {error}")

Este codigo utiliza la funcion quad de SciPy, que aplica la cuadratura

de Gauss de manera automadtica. Al ejecutar este script, se obtiene un

resultado que se aproxima al valor exacto de la integral. Para ilustrar como se

pueden realizar integraciones utilizando diferentes 6rdenes de cuadratura de

Gauss, se puede utilizar la funcion gauss_legendre de la biblioteca NumPy,

que permite calcular los puntos y pesos de la cuadratura. Aqui hay un ejemplo

que muestra como se puede implementar:

python

import numpy as np

Numero de puntos de Gauss

n=3

Obtenemos los puntos y pesos

puntos, pesos = np.polynomial.legendre.leggauss(n)

Cambiamos el intervalo de integracion
a=-1
b=1

puntos_normalizados =0.5 (b-a) puntos+0.5 (b+a)

Calculamos la integral

integral = 0.5 (b - a) np.sum(pesos f(puntos_normalizados))
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Mostramos el resultado

La precision de la cuadratura de Gauss depende del nimero de puntos
utilizados; generalmente, a mayor niimero de puntos, mayor sera la precision.
Para evaluar la eficiencia, se pueden comparar los resultados obtenidos con
diferentes 0rdenes de cuadratura y con el método de integracion definido de
SciPy (Linge y Langtangen, 2016). Es recomendable realizar un andlisis de
convergencia, donde se mida el error de la aproximacion en funcion del
numero de puntos de Gauss utilizados. Esto se puede hacer calculando la
integral para diferentes valores de \(n \) y observando coémo se comporta el
error en cada caso. Las cuadraturas de Gauss son una herramienta poderosa
en Python para la integracion numérica, ofreciendo resultados precisos y
eficientes, especialmente en funciones que son dificiles de integrar

analiticamente.

4.3 Método de Integracion de Simpson

El método de integracion de Simpson es una técnica fundamental en el
campo del calculo numérico, utilizada para aproximar el valor de integrales
definidas. Su desarrollo se remonta al siglo XVIII y ha sido una herramienta
decisivo para matematicos e ingenieros que requieren soluciones rapidas y

eficaces para problemas que no pueden resolverse analiticamente.

El método lleva el nombre de Thomas Simpson, un matematico inglés
que popularizd esta técnica en su obra "The Doctrine of Fluxions", publicada
en 1750. Sin embargo, las raices del método se pueden rastrear ain mas atras,
en las contribuciones de matemadticos como Arquimedes, quien ya en la
antigliedad utilizaba técnicas de aproximacién para el cdlculo de areas.
Simpson introdujo una forma mas sistematica de interpolacién polindmica,
que se basa en la idea de dividir el intervalo de integracion en segmentos mas
pequenos y aplicar un polinomio de segundo grado para estimar el drea bajo

la curva.
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La relevancia del método de Simpson radica en su capacidad para
proporcionar aproximaciones precisas con un numero reducido de
evaluaciones de la funcion. A diferencia de otros métodos de integracion,
como el método del trapecio, que utiliza rectdngulos para aproximar el area,
el método de Simpson emplea pardbolas, lo que le permite seguir mas de cerca
la forma de la funciéon (Abramowitz y Stegun, 1972). Esto generalmente
resulta en un menor error de aproximacion, especialmente para funciones

suaves y continuas.

El método de Simpson se clasifica en dos variantes: el método de
Simpson 1/3, que utiliza tres puntos para cada intervalo, y el método de
Simpson 3/8, que utiliza cuatro puntos. Cada uno tiene sus contextos de uso
especificos, pero ambos son ampliamente utilizados en aplicaciones donde la

precision es esencial, como en la ingenieria, la fisica y la economia.

El método de integracién de Simpson encuentra aplicaciones en
diversas disciplinas. En la ingenieria, se utiliza para calcular areas y
volimenes en disefos estructurales, mientras que en la fisica se aplica en el
andlisis de trayectorias y en la resolucién de problemas de dindmica de
fluidos. En economia, se utiliza para estimar el valor presente de flujos de
efectivo futuros, donde la integracion es necesaria para evaluar el rendimiento
de inversiones. A continuacion, se presenta una implementacion bésica de
este método en GNU Octave:

octave
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error('El nimero de subintervalos n debe ser par.');

end

h=(b-a)/n; % ancho de los subintervalos
x = a:h:b; % puntos de evaluacion

y=1£(x); % evaluacion de la funcion en los puntos

% Aplicacion de la regla de Simpson
I=(h/3) (y(1)+ 4sum(y(2:2:end-1)) + 2sum(y(3:2:end-2)) + y(end));

end

En este cddigo, f es la funcion a integrar, a y b son los limites inferior y
superior de la integral, y n es el numero de subintervalos que se debe
especificar como un namero par. La funcion devuelve el valor aproximado de
la integral. Para ilustrar la aplicacion del método de Simpson en GNU Octave,
consideremos la funcién \ ( f(x) = x*2 \) y calculemos la integral definida de
esta funcién en el intervalo \ ([0, 1]\). Primero, definimos la funcién y luego

llamamos a la funcion simpson que hemos creado:
octave
% Definicion de la funcion

f=@(x) x."2;

% Limite inferior y superior
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% Numero de subintervalos

n=10;

% Calculo de la integral usando el método de Simpson
resultado = simpson(f, a, b, n);

fprintf('El valor aproximado de la integral es: %.4f\n', resultado);

Al ejecutar este codigo, obtendremos un resultado que se aproxima al
valor exacto de la integral \(\frac{1}{3}\), que es aproximadamente 0.3333.
Este ejemplo demuestra la facilidad y eficacia del método de integracion de
Simpson en GNU Octave, permitiendo realizar cdlculos numéricos de manera
eficiente. El método de Simpson se basa en la aproximacion de la integral de
una funcién mediante un polinomio de segundo grado. La implementacion

en Python se puede realizar de la siguiente manera:

python

import numpy as np

def simpson_rule(f, a, b, n):
ifn % 2==1: ndebe ser par

raise ValueError("El niimero de subintervalos 'n' debe ser par.")

h=(b-a)/n ancho de los subintervalos
x =np.linspace(a, b, n + 1) puntos de evaluaciéon

fx =f(x) evaluacion de la funcion en los puntos

Aplicacion de la regla de Simpson
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integral =h/3 (fx[0] + 4 np.sum(fx[1:n:2]) + 2 np.sum(fx[2:n-1:2]) + £x[n])

return integral

En este cddigo, la funcién simpson_rule toma como parametros la

funcion f a integrar, los limites de integracion a y b, y el nimero de

subintervalos n. Se asegura de que n sea par y calcula la integral usando la

regla de Simpson. Para ilustrar como utilizar la implementacion del método

de Simpson en un caso practico, consideremos la funcion \ ( f(x) =x"2 \) en el

intervalo \ ([0, 1]\). Aqui se muestra un ejemplo de cdmo aplicar nuestra

funcién simpson_rule:

python
Definimos la funcién a integrar
def f(x):

return x2

Limites de integracién y nimero de subintervalos
a=0
b=1

n=10 Debe ser par

Calculo de la integral

resultado = simpson_rule(f, a, b, n)

Mostrar el resultado

print(f'La integral de f(x) desde {a} hasta {b}
{resultado}")

es aproximadamente:
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Al ejecutar este codigo, se calculard y mostrara la integral de \( f(x) =
x*2 \) en el intervalo \([0, 1]\) usando el método de Simpson,
proporcionando un resultado que se aproximard a \(\frac{1}{3}\) o

aproximadamente 0.3333.
- EDO’sy la funcion ode45

Resolver un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias no rigidas
(EDO no rigidas) con el conocido método explicito de Dormand-Prince de

orden 4.

fun es un manejador de funcion, una funcién en linea o una cadena que
contiene el nombre de la funcion que define la EDO: y' ={(t,y). La funcion debe
aceptar dos entradas, donde la primera es el tiempo t y la segunda es un vector
columna de incdgnitas y. "trange" especifica el intervalo de tiempo en el que
se evaluard la EDO, Normalmente, es un vector de dos elementos que
especifica los tiempos inicial y final ( [tinit, tfinal]). Si hay mas de dos

elementos, la solucién también se evaluard en estos tiempos intermedios.

De forma predeterminada, ode45el integrate_adaptivealgoritmo utiliza un
paso de tiempo adaptativo. La tolerancia para el calculo del paso de tiempo
se puede modificar mediante las opciones "RelTol" y "AbsTol". init contiene el
valor inicial de las incdgnitas. Si es un vector fila, la solucion y serd una matriz
en la que cada columna es la solucién del valor inicial correspondiente en init.
El cuarto argumento opcional ode_opt especifica opciones no
predeterminadas para el solucionador de EDO. Es una estructura generada

por odeset.

La variable t es un vector columna que contiene los momentos en que se
encontro la solucién. La salida y es una matriz donde cada columna se refiere
a una incégnita diferente del problema y cada fila corresponde a un momento
en t. La salida también puede devolverse como una solucién de estructura ,
que tiene un campo x que contiene un vector de filas de los momentos en que
se evaluo la solucién, y un campo y que contiene la matriz de la solucién, de

modo que cada columna corresponde a un momento en x.
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Si se usa la "Events" opcion, se pueden devolver tres salidas adicionales. te

contiene el momento en que una funcién de evento devolvié un cero. ye

contiene el valor de la solucién en el momento te.ie contiene un indice que

indica qué funcién de evento se activo en el caso de multiples funciones de

evento.
## Demonstrate convergence order for ode45
tol = 1e-5./ 10.7[0:8];
fori=1:numel (tol)
opt = odeset ("RelTol", tol(i), "AbsTol", realmin);
[t, y] = ode45 (@(t, y) -y, [0, 1], 1, opt);
h(i) =1/ (numel (t) - 1);
err(i) =norm (y .* exp (t) - 1, Inf);

endfor

## Estimate order visually
loglog (h, tol, "-ob",
h, err, "-b",
h, (h/h(end)) .» 4 .* tol(end), "k--",
h, (h/h(end)) A 5 .* tol(end), "k-");
axis tight
xlabel ("h");
ylabel ("err(h)");

title ("Convergence plot for ode45");

legend ("imposed tolerance", "ode45 (relative) error”,

n.on

"order 4", "order 5", "location", "northwest");
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## Estimate order numerically

p = diff (log (err)) ./ diff (log (h))
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Conclusion

Hoy en dia es inconcebible no ejecutar métodos numéricos en una
computadora, software como Octave y Python (con bibliotecas como NumPy
y SciPy) tienen una serie de funciones integradas que se pueden usar para una
interpolacion rapida y precisa, calculo matricial, integracion, entre otros. Es
decir, en Python, la interpolacion se puede implementar facilmente usando la
funcién interpld en el paquete SciPy, que admite interpolaciones lineales y
polinomiales y es ttil en diversas tareas de ingenieria y ciencia; en Octave la
funcién plot grafica lineas, tal que podemos ver el comportamiento de un

modelo a través del trazo e curvas.

Por lo tanto, el software hace mas eficiente la resolucion de tareas
complicadas, en particular problemas en el dominio diferencial e integral al
manejar conjuntos de datos masivos. Al combinar el uso de métodos
numéricos con soluciones de software, los lectores a través de sintaxis
sistematizadas en el libro, pueden modelar procesos iterativos en milésimas
de segundo. Entre los andlisis, destaca el método de Euler y Runge-Kutta para
resolver ecuaciones diferenciales, y es a través de Python, en la biblioteca
SciPy que se proporcionaron APIs como solve_ivp para soluciones de valor
inicial, y en Octave, por otro lado, se ejemplificé la funcién ode45 con un

método subyacente similar para resolver EDOs.

En contexto, la usabilidad de GNU Octave o Python va de acuerdo con
las necesidades y como y donde se utilizardn los métodos numéricos. La
opcidn virtuosa y facil de usar seria GNU Octave. Ahora bien, si se desea mas
flexibilidad e integracion, Python seria la mejor opcion. Al final, ambas
herramientas ofrecen un conjunto de herramientas para ejecutar métodos
numeéricos, como fue el caso del desarrollo de Taylor y la diferenciacion con
Runge-Kutta. La idea central detrds de estos métodos es calcular multiples
pendientes en un intervalo y utilizar estas pendientes para estimar el valor de
la funcion en el siguiente paso. Esto permite una mayor precision en
comparacion con métodos mas simples, como el método de Euler, que solo

utiliza la pendiente en un unico punto.
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En conclusion, Python tiende a ser mas rapido en operaciones
complejas y en el manejo de grandes volumenes de datos, gracias a su
capacidad para optimizar el uso de memoria y su disefo orientado a objetos.
Por otro lado, Octave puede ser mdas accesible para quienes estdn
familiarizados con MATLAB, debido a su sintaxis similar. GNU Octave, con
su enfoque en la facilidad de uso y su similitud con MATLAB, es una opcion
excelente para quienes buscan un entorno dedicado al algebra lineal y a la
computacion numérica. Finalmente, los métodos numéricos seguiran siendo
un componente esencial en la investigacion y el desarrollo en la era digital, la
combinaciéon de teoria sdlida y aplicaciones practicas en entornos de

programacion facilitard un avance continuo en la eficacia de estos.
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